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第第七七章章  状状态态空空间间分分析析与与设设计计  
§§77..11  引引言言  

一.  古典控制与现代控制 

1． 古典：试探性实验方法，难于直接检验，不易程式化，难于设计出某种意义上的最佳

系统，本质：复频域，适应于单变量线性定常系统 

现代：本质上是时域法；能设计最佳控制。 

适应于单、多变量；线性、非线性；定常、时变，分布参数系统。(缺点：物理意义

不直观，工程实现困难) 

2． 现代控制理论分支 


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
























的影响和推动

果理论的概念、方法和结

统都不同程度受到线性系

大系统理论

非线性系统理论

随机控制理论

最优估计理论

最优控制理论

最为成熟，最为基础—线性系统理论
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3． 线性系统理论的主要学派 

随所用数学工具和采用的系统描述的不同，已形成四个平行的分支： 



















的。动下，形成和发展起来

响和推都是在状态空间法的影

年代，加拿大学者

多变量频域方法

线性系统的代数理论

线性系统的几何理论

广的分支：一个最重要和影响最线性系统的状态空间法

.70 Wonham

 

二.  线性系统理论的研究对象 

动态系统的数学方程具有线性属性的系统。严格说，一切实际系统非线性。但是，线性

系统或可线性化系统大量存在。 




线性时变系统

线性定常系统

 

三.  线性系统理论的主要任务 

a) 主要研究——认识和改造 

·线性系统状态的运动规律——分析问题 
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·改变这种规律的可能性和方法，建立和揭示系统结构、参数、行为和性能间确定的和

定量的关系——综合问题，是建立在分析基础上的。 

b) 分析/综合的首要前提——建模 

c) 分析 

(1)定量分析 

关心的是分析系统相对于某个输入信号的响应和性能。涉及到复杂计算。 

(2)定性分析 

着重分析如稳定性、可控性、可观性等系统的基本结构特性。这种分析对系统的综合具

有重要的指导性，因此在线性系统理论中占有重要位置。 

d) 综合 

当系统的性能不够令人满意而需加以改善和实现最优化时，就需要按系统的状况和期

望的性能要求来设计系统的控制器，即为综合。 
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四.  线性系统理论的发展过程 

a) 50 年代中期，经典线性系统理论已发展成熟，对于单输入——单输出线性定常系统的分

析、综合有效。 

局限性：难于有效地处理多输入—多输出，并且难以揭示系统更深刻的特性。 

b) 1960 年前后开始了从经典阶段到现代阶段的过渡。 

·重要标志之一：Kalman 系统地把状态空间法引入到系统与控制理论中来。 

  状态空间法适用于：单、多变量、线性定常、时变系统。 

·在状态空间法上，Kalman 进一步提出了可控性和可观性，这是线性系统理论中两个最

基本的概念，其引入导致了线性系统分析和综合在指导原则上的一种根本性的变化。 

·建立在状态空间法基础上的线性系统的分析和综合方法通常称为现代线性系统理论。 

c) 60 年代中期后：几何代数理论，多变量频域方法。 

五.  研究内容 

a) 定量分析 

对系统运动规律进行精确的研究，即定量确定系统由外部激励作用引起的响应。 
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b) 定性分析 

着重对决定系统行为具有重要意义的几个关键性质，如可控性、可观性和稳定性等进行

定性研究。 

c) 综合 

极点配置与状态观测器。 

§§77..22  状状态态空空间间模模型型  

一． 动态过程数学描述的两种基本类型 

 
·方块以外的部分为系统环境。 

·环境对系统的作用为系统输入 ruu ,,1  ，系统对环境的作用为系统输出 ryy ,,1  ，这些是

系统的外部变量。 
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·用以刻画系统在每个时刻所处状况的变量是系统的内部变量 nxx ,,1  ，它随时间的变化体

现了系统的行为。 

·系统的数学模型就是反映系统变量之间因果关系和变换关系的一种数学模型。 

随着选取不同的变量组间的因果关系来表征系统的动态过程，系统数学描述可区分为

两种基本的类型。 

1． 外部描述——输入输出描述 

把系统视为黑箱——一种不完全的描述。 

2． 内部描述——状态空间描述 

（1） 反映 nxx ,,1  和 ruu ,,1  间关系——状态方程 

（2） 反映 ryy ,,1  和 nxx ,,1  ， ruu ,,1  间关系——输出方程 

——系统的一种完全的描述 

二． 状态和状态空间 

1． 状态 

完全地表征系统时间域行为地一个最小内部变量组。 
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已知 0t 时状态， 0tt  时的输入，可确定 0tt  时任一变量的运动状况。 

可见，系统在 0t 时刻的初始条件总和，即为系统在 0tt  时的状态。 

用来确定系统状态的最小一组变量 )(,),(1 txtx n 为状态变量 

 Tn txtxtX )()()( 1  为状态向量。 

2． 状态空间 

由 )(tX 张成的 n 维向量空间。 

——对于确定的某个时刻，状态表示为状态空间中一个点，状态随时间的变化过程，构

成了状态空间中的一条轨迹。 

三． 系统的状态空间模型 

1． 状态方程 

外部描述法：用一个高阶微分方程描述系统动态特性。 

状态空间法：用一组一阶微分方程， 

描述系统状态变量与输入间关系的一阶微分方程组称为状态方程： 
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BuAxx 


（线性时不变系统） 

其中，x——n维状态向量 

u——r维输入向量 

A—— nn 方阵，称为系统矩阵 

B—— rn 矩阵，称为输入控制阵 

2． 输出方程 

描述系统输出与状态和输入间关系的方程组成为输出方程： 

DuCxy   

其中， y——m维输出向量 

C—— nm 矩阵，称为输出矩阵 

D—— rm 矩阵 

——线性时不变系统( DCBA ,,, )，线性时变系统( )(),(),(),( tDtCtBtA ) 
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例 1．求右图 RLC 网络的数学模型。 

解： 

（1）












i
dt

du
C

uuiR
dt
diL

c

ic

 

→ ic
cc uu

dt
duRC

dt
udLC 
2

2

——二阶微分方程 

1
1

)(
)()(

2 


sRCsLCsU
sUsT

i

c  

（2）若 )(ti 、 )(tuc 的初值 )( 0ti 、 )( 0tuc 和 0tt  的输入电压 )(tui 已知， 

则 0tt  时网络的状态可由 )(ti ， )(tuc 决定 

∴ 设 )(ti ， )(tuc 为状态变量 
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
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3． 方框图 

 








),,(
),,(

tuxgy
tuxfx

  非线性、时变系统 
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§§77..33  动动态态方方程程求求解解  

已知:系统的初始条件 )0(x 和输入 )(tu  

一. 频域解法 

1． 状态方程 

)()()( tButAxtx 


 

)]()0([)()(
)()0()()(

)()()0()(

1 sBUXAsIsX
sBUXsXAsI

sBUsAXXssXL









 

设 1)()(  AsIs ——预解矩阵 

则 )()()0()()( sBUsXssX   

    
零状态分量零输入分量

＋ )]()([)]0()([)( 111 sBUsLXsLtxL    

2． 输出方程 
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  
零状态响应零输入响应

)(])([)0()(
)()()()0()(

)()()(
)()()(

sUDBsCXsC
sDUsBUsCXsC

sDUsCXsY
tDutCxty

L








 

)(])([)]0()([)( 111 sUDBsCLXsCLtyL    

零状态： )()()(])([)( sUsGsUDBsCsY   

∴ )()()( 1 sUsYsG  DBsC  )( ——传函矩阵 

AsI
AsIadjAsIs




  )()()( 1  

∴ 0 AsI ，为闭环系统的极点，即为闭环特征方程的特征根。 

例 2．已知系统的状态矢量 









)(
)(

)(
2

1

tx
tx

tX ， 









1
2

)0(X ，















136

3
212A ，














1
3
1

B ，输入为 )(tU ，

求 )(tX 。 
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解：







































136
3
212

136
3
212

0
0

)(
s

s
s

s
AsI  



















s

ssBU
s

sU 1
3
1

)(1)(  

∴  )()0()()( sBUXssX   
































































s
s

s
s

s

s

ss 1
3

16

)(1
3
1

1
2

)(






























9
68

4
63

9
45138

4
2021361

s
s

s
s

sss  

→


































)()
5
68

5
63(

)()
45

138
20
21

36
1(

)(
)(

)(
94

94

2

1

tUee

tUee

tx
tx

tX
tt

tt

即状态响应。 
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例 3．已知 










32

10
A ， 










11
01

B ，


















20
11
01

C ，


















10
01
00

D ，求 )(sG 。 

解：  ijG

ss
ss

ss
s

ss
s

ssss
s

DBsCsG 





































)2)(1(
25

)2)(1(
)2(2

2
1

2
4

)2)(1(
1

)2)(1(
4

)()(
2

 

3y  与 2u 间的传递函数为
)2)(1(

252

32 



ss
ssG     ——程序化（傻瓜相机） 

二. 时域解法 

1．状态方程 

)()()( tButAxtx 


 

)()()( tButAxtx 

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 
 Ate )()()( tBuetAxtxe AtAt 



  


  

  )()( tBuetxe
dt
d AtAt    


t

0    t AtAt duBextxe
0

)()0()(   

  
零状态零输入

  t tAAt duBexetx
0

)( )()0()(   

其中 Ate 称为矩阵指数： 







0

3322

!!3!2 k

kk
At

k
tAtAtAAtIe   

性质： At
At

eA
dt

de
 ， Ie A 0 ， Ieeee AtAtAtAt    

2. 状态转移矩阵 

（1）    )()()0()()( 11 sBUsLxsLtx   ——频 

  t tAAt dUBexe
0

)( )()0(  ——时 

 AteLs  )( 又 1)()(  AsIs  
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∴  11 )()(   AsILet At  

)(*)()0()()( tButxttx   

∵ 0)( u 时，零输入 )0()()( xttx   

∴ )(t 为状态转移矩阵。 

（2） )(t 的性质 

a． Ie A  0)0(  

b． )()(1 tt   

c． )()()( 011202 tttttt   

d． )()()( 2121 tttt   

e．  )()( ntt n   

3． 输出方程的解 

 
  )(*)()()0()(

)()(*)()0()(
)()()(

tutDBtCxtC
tDutButxtC

tDutCxty

  
零状态零输入





，其中


















)(

)(

tO

Ot




 。 
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§§77..44  系系统统的的可可控控性性与与可可观观测测性性  

 传统控制理论 

* 只限定讨论 r 对 c 的控制，二者关系由 )(sT 决定。 

  只要 0)( sT ，系统的输出量 c 是可控的  ——无可控性问题 

* 系统的输出量就是被控量，对一个实际的物理系统，它总是可以直接量测的——无可观

测问题 

 状态空间理论 

除输入 u，输出 y，还有状态 x 

把 x 看作系统的被控量，就产生了状态能否被输入控制及能否由输出观测出来的问题。 

  * 能否控制一个处于某个给定状况下的系统，加上控制输入，使之在有限时间间隔内达到

其零状态？→可控态 

  * 零状态
u

tt f
  ],[ 0

希望的状态？→可达态 

  * 给定一个未知状态的系统，能否根据 ],[ 0 ftt 测到输出 y去观测它的特征？→可观测态 

☆对线性连续时间系统，可控可达 
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一．可控性 

系统这个黑箱内部的每一个状态变量的运动都可由输入来控制而作任意转移——可控。 

1． 定义 
若存在控制向量 )(tu ，对于任意时刻 0t 和 ft ，能将 0tt  的每个初始状态转移到 ftt  的另

一状态，则完全可控若对任意状态 )( 0tx ，存在一个有限时刻 0tt f  和控制量 )(tu ，能在 ft

时刻将状态 )( 0tx 转移到 0，则称此系统的状态完全可控。 

右图： 3x ， 4x 不可控，→此系统不可控 

 
2． 状态可控条件 

令   ft

fff dButtxttx
00 0)()()()()(   

若能找到 )(tu 满足上式，则系统可控（找出 )( 0tx 与 )(u 的一一对应关系） 
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∵    ft

ff dButttx
0

1
0 )()()()(   

)()()(1  
ff tt  

∴   ft dButx
00 )()()(   

∵ k

k

k
At A

k
tet 






0 !
)(  

且由凯莱－哈密顿定理： 





1

0

n

j

j
kj

k AA   

∴ 









1

00 !
)(

n

j

j
kj

k

k

A
k
tt   











0

1

0 !k

k

kj

n

j

j

k
tA   

)(
1

0
tA j

n

j

j  



， )(tj 为标量函数 

→ 





1

0
)()(

n

j

j
j A  

∴   
j

f

U

t

j

n

j

j duBAtx







 
0

1

0
0 )()()(   






1

0

n

j
j

j UBA  
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→  
























1

1

0

12
0 )(

n

n

U

U
U

BABAABBtx


 有解 

01   BAABB n   ))(()( uftx   

这时   )()()( 0

11

1

0

j
n

n

UftutxBAABB
U

U





















成立， 存在 

 0)()( )(
0 f

u txtx  系统可控 

 BAABBQ n
c

1  ——可控性阵 

系统可控条件为： nQrank c  或 0cQ  

例 5．① )(
0
1

)(
10

11
)( tutxtx 






















，可控否？ 

解： 2n ， 



























0
1

0
1

10
11

AB ,   









00
11

ABBQc ， 
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21cQrank →不可控 

)(
0
1

)(
)(

10
11

)(

)(
2

1

2

1 tu
tx
tx

tx

tx 










































 

→ )()()()( 211 tutxtxtx 


 

)()( 22 txtx 


→不受 )(tu 控制 

② )(
1
0

)(
12

11
)( tutxtx 






















，可控否？ 

解： 2n ， 




























1

1
1
0

12
11

AB ,   










11

10
ABBQc ， 2cQrank →可控 

)()()( 211 txtxtx 


 

)()( 22 txtx 


 

)(~~ 21 tuxx  
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二．可观测性 

1． 定义 

若 )(tu 已知，能由 fttt 0 内的输出测量值 )(ty 唯一地确定任意时刻的状态 )( 0tx , 则系

统可观测黑箱内所有状态变量的任意形式的运动均可由输出反映。 

右图： 3x ， 4x 不可测 

 

2． 可观测性条件 

 Tn
o CACACQ 1  ——可观测阵 

nQrank o  系统可观 
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§§77..55  线线性性变变换换与与标标准准形形  

一.  系统动态方程的不唯一性 

系统 I                              系统 II 

)()()(
)()()(
tuDtxCty
tuBtxAtx






0,

)(


 

PPxx

tx 作线性变换对

)()()(
)()()(
tuDtxCty
tuBtxAtx






 

代数等价  1 PAPA ， PBB  ， 1 CPC ， DD   

二．代数等价系统的性质 

1. 特征值的不变性 
1 PAPAA  

AsIAsIPPPAsIP

PAPsIPPPAPsIAsI








11

111

)(
 

2. 可控、可观测性不变 

3. 输入输出关系不变 
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三．标准形 

* 标准形的重要意义： 

·可把系统某些特性表现得更充分、明显，七个系数矩阵元素形式十分简洁，便于分析和综

合——便于使用计算机辅助计算。 

1． 可控标准形 

01
1

1)( asasasAsIs n
n

n  
   

选变换阵 1)(  LQP c ， 

 BAABBQ n
c

1  ，





























001

0
1

1

2

121








n

n

a

a
aaa

L  

将（ CBA ,, ）→（ ccc CBA ,, ） 
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而



























110

100
000

0010

n

c

aaa

A








，





















1
0

0


cB  

    121  ncC    

2． 可观测标准形 

选 oLQP  ，





















1n

o

CA

CA
C

Q


,  →  






























1

1

0

100

0
01
000

n

o

a

a
a

A








，





















1

1

0

n

oB







 

    1000 oC  

单输入——单输出系统传函 

BsCsG )()(   
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01
1

1

01
1

1

01
1

1

01
1

1)(
asasas

ss
asasas

ss
sG

n
n

n

n
n

n
n

n

n
n


























 

 ,   ii    

3． 对角标准形 

n

n

ss
C

ss
C

ss
CsG








 

2

2

1

1)(  


















n

D

sO

Os
A 

1

，





















1

1
1

DB ，  nD CCCC 21  

§§77..66  状状态态反反馈馈理理论论及及观观测测器器  

·反馈控制




极点任意配置状态反馈：可做到闭环

从根轨迹输出反馈：极点配置服
 

  控制信号 )),(),(()( ttxtrftu  ——控制规律 

  对线性时不变： KrHxtu )(  

  线性时不变输出反馈： )(*)()()( thtctrte   
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一. 状态反馈 

线性定常系统 








Cxy
BuAxx
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加状态反馈后，控制变量 

rHxu   

闭环系统得状态方程为 
BrxBHArHxBAxBuAxx  )()(  

Cxy   

状态阵为 BHA   

二．极点配置 

通过选择H ，使闭环极点在希望的点上达到要求 

状态可控闭环系统的极点可任意配置 

一定可变为（ ccc CBA ,, ） 



























110

100
000

0010

n

c

aaa

A








，





















1
0

0


cB  
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 121  ncC    

→
01

1
1

01
1

1

)(
)()(

asasas
ss

sU
sYsG

n
n

n

n
n













   

设  110  nhhhH   

则



























 )()()(
100
000

0010

111100 nn

cc

hahaha

HBA








 

→
)()()()(

)()(
0011

1
11

01
1

1

hashashas
ss

sR
sYsT

n
nn

n

n
n













   

例 6（例 7－12）某手控雷达角跟踪系统的开环传函可近似地表示为
)8(

)(



ss
ksG 。若要求系

统的 %4pM ，试用输出反馈和状态反馈两种方法设计系统，并分析系统的性能 
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解：①输出反馈  
01

22 8
)(

asas
k

kss
ksT





  

由 %4pM →
2

1
 时， 82 n → 24n , 322  nK  时 

328
32)(

2 


ss
sT  

指标： 66.5)(,1,79.0   fstst nBsp  

   0 型I
spe  

   25.08
lim

1
)()(lim

11

0
8

0







ksHssGk
e

s
s

k
sv

sv  

提高快速性＋减少 pnss MKe    

输出反馈只调 k 的局限性。 
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②状态反馈         
01

2
)(

asas
KsT


  

在 %4pM →
2

1
 时，使 n ↑，如 235n 时 

7021  na  ， 24502
0  na   

∴闭环传递函数为
245070

2450)(
2 


ss

sT  

为实现状态反馈，设反馈阵  10 hhH  ， 

则状态反馈系统的传递函数为
)()(

)(
0011

2 hashas
ksT


  

0,8,
8

1)( 012



 aa

ss
sG  

6270,2450 111  hhaK ， 24502450 000  hha  

指标： stst sp 114.0,09.0  ， 5.49n ， 028.0,0  svsp ee  

·实现结构图： 

① 为实现状态反馈，需求可控标准形 
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未状态反馈钱的结构图为 
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三. 观测器 

·用观测器实现状态反馈的结构： 



自动控制原理：第七章 状态空间分析                                                                                      杨晨阳 hhttttpp::////wweellccoomm..bbuuaaaa..eedduu..ccnn 

 34 

 
1. 开环观测器 

若 )0()0(ˆ xx  ，则对所有t，此模型可提供准确估值： )()(ˆ txtx   

 
2. 闭环估计 



自动控制原理：第七章 状态空间分析                                                                                      杨晨阳 hhttttpp::////wweellccoomm..bbuuaaaa..eedduu..ccnn 

 35 

 
从图可见： 

BuGYxGCA
xGCGCxBuxA

xCyGBuxAx





ˆ)(
ˆˆ

)ˆ(ˆ̂
 

估计误差 xxe ˆ  
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eGCAxxGCAxGCAGCxAx
BuGYxGCABuAxxxe

)()ˆ)((ˆ)(
ˆ)(ˆ


 

 

0)(  eGCAe  

特征方程： 0)(  GCAI  

解： )0()( )( xete tGCA    

若要 0)( te ，需选G，使 GCA  的特征值有负实部。可观系统（ ooo CBA ,, ） 
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→例 7－13 


