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第第四四章章  根根轨轨迹迹法法  

 知闭环极点         可判闭环系统的稳定性（已解决）。 

可求瞬态响应，检查瞬态指标。  

 阿贝尔定理（5 次以上的代数方程没有一般的代数解法——即由方程的系数经有限次四则

运算和开方运算求根的方法）指出：代数方程 n≥4 时，求根困难，且系统参数变化时，

要进行大量的反复计算。 

 Evans 1948 提出由开环传递函数求闭环极点的图解方法——根轨迹法。 

 第二章假定——闭环极点可求；本章解决此假设问题——不用代数方法！ 

§§44——11  根根轨轨迹迹与与根根轨轨迹迹方方程程  

一、根轨迹 

 一般根轨迹是指当开环增益 K 从 0—∞变化时，闭环极点在 S 平面上移动的轨迹。 
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例：已知下图所示系统的开环传递函数
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KsG 。分析其根轨迹与系统性能

之间的关系。 

解：有 G(s)的开环极点：0、-2，闭环传递函数 
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闭环特征方程： 0222  Kss ， 

∴ 闭环极点为： KsKs 211,211 21  。 

当 K=0 时， ;2,0 21  ss  

K=0.5 时， ;1,1 21  ss  

K=1 时， ;1,1 21 jsjs   

K=∞时， ;1,1 21  jsjs  
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由根轨迹分析系统动态性能： 

①当 K从 0→变化时，根轨迹总在 s左半平面系统对所有的 K都稳定。 

②当 0<K<0.5 时，闭环极点为实数，系统呈过阻尼状态,阶跃响应为非周期过程。 

③当 K=0.5 时，两闭环极点相等,系统临界阻尼。 

④当 K>0.5 时，两闭环极点为共轭复根,系统呈欠阻尼状态，阶跃响应为阻尼振荡过程。 

⑤∵开环传递函数有一个位于坐标原点的极点。 

∴为 I 型系统。 

→ 阶跃作用下， sse ＝0。 

  结论： 

①根轨迹可分析系统中参数（具有物理意义的参数，如 K。而二阶系统中的、 n 反映了

系统的本质，却不可实测）变化时闭环极点的位置。 

②以上解析法不适于高阶系统。 

③根轨迹法思路：根据反馈系统中开、闭环传递函数之间的确定关系，由开环传递函数直

接寻找闭环极点。 



自动控制：第四章 根轨迹法                                                                                             杨晨阳 hhttttpp::////wweellccoomm..bbuuaaaa..eedduu..ccnn 

 

二、闭环极点与开环零极点的关系 

闭环传递函数： 
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———— *
GK 、 *

HK 分别为前向、反馈通路的根轨迹增益。 

开环传递函数： 
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HG KKK  为开环系统的根轨迹增益。 

闭环传递函数： 
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结论： 

①闭环系统的根轨迹增益 *
1)(

** KKK
sH

GT


 。 

②闭环零点＝ )(sG 的零点＋ )(sH 的极点。 

当 )(sH ＝1时，闭环零点＝开环零点＝ )(sG 的零点。 

③闭环极点与开环零点、开环极点及根轨迹开环增益有关。 
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三、根轨迹方程 

画根轨迹实质上是找闭环特征方程 0)()(1  sHsG 的根。 

  满足 1)()( sHsG 的 s值，必是根轨迹上的点。 

 

设开环传递函数 )()( sHsG 有m个零点，n个极点，则上式可写为： 
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 ，2,1,0k ，相角为奇数个  

结论： 
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①复平面上的 s点若是闭环极点，则它与开环零点极点组成的向量必满足上述方程。 

②相角方程是决定闭环根轨迹的充要条件，它可确定哪些点在或不在根轨迹上，模值方程主

要用于确定根轨迹上的各点对应的开环增益 *K 。 

 

§§44--22  绘绘制制根根轨轨迹迹的的基基本本法法则则  

一． 根轨迹的分支数 

分支数＝闭环极点数 

＝闭环特征方程的阶数n  

二． 根轨迹对称于实轴 

闭环极点为 实数→在实轴上 

复数→共轭→对称于实轴                  

三． 根轨迹的起点与终点 

起于开环极点，终于开环零点。 

{
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由根轨迹方程有： 
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起点： 0* K → 0 ips → ips  ； 终点： *K → 0 izs → izs   

若开环零点数m  < 开环极点数n  (有 mn  个开环零点在无穷远处) 
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则有( mn  )条根轨迹终于无穷远点。 
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四． 实轴上的根轨迹 

实轴上根轨迹区段的右侧，开环零、极点数目之和应为奇数。 

)12()()( 5,1

11
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o03  ， o
z 18012   ，  254   

 3)( 54321 z ＝ ）（  202   

共轭对幅角之和无贡献，左边幅角为 0，右边为 ，有奇数个 即可！ 

 

五． 根轨迹的渐近线 

当 s 时，G(s)H(s)是什么样子？ 

若 nm  ，则 mn  条根轨迹  的方向可由渐近线决定。 

渐近线与实轴交点的坐标：
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渐近线与实轴交点的夹角： 
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s  （即渐近线）可忽略高次项，取开方
mn 

1  



自动控制：第四章 根轨迹法                                                                                             杨晨阳 hhttttpp::////wweellccoomm..bbuuaaaa..eedduu..ccnn 

 

mnmn
mnn

j

m

i
ij

kj

eKszps 


 



















  

)12(1
1

1

1 1
1  

二项式定理： 




 
r

k

kkrk
n

r baCba
0

)(  

braa

baCaC
rr

r
r

r
r

1

110








 

r
r

rCC rr 



!1)!1(

!,1 10 为二项式系数 
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即为 k 远方的根轨迹方程，是个直线方程，表明从实轴上坐标为 0,a 的点向远方

根轨迹上的点s引矢量，则此矢量在远方就近似与根轨迹重合。 

换言之， 0,a 就是这 mn  条渐近线在实轴上的共同点，即这些渐近线都从 0,a 点向

外辐射，而辐射角正是渐近线的方向角或渐近线的倾角。 

六． 根轨迹的起始角与终止角 

起始角：起于开环极点的根轨迹在起点处的切线与水平线正向的夹角。 

终止角：终止于开环零点的根轨迹在终点处的切线与水平线正向的夹角。 
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七． 分离点（或会合点的坐标） 

几条（二条）根轨迹在 s 平面上相遇又分开的点。 

若根轨迹位于实轴两相邻开环极点之间，则此二极点之间至少

存在一个分离点。 

若根轨迹位于实轴两相邻开环零点之间，则此二极点之间至少

存在一个会合点。 

（1） 辐角条件逼近点 
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（2） 重根法 

代数方程 0)( xf 若在 1ss  处有二重根, 则 
2

1 ))(()( sxyxxf i   

→ 0)( 1 sf , 0)( 1
' sf  

0)]()([)]()(1[

0)()(1





sHsG
ds
dsHsG

ds
d

sHsG
 

八． 根轨迹与虚轴的交点 

1． 利用 Ruth 判据，求系统稳定的临界 K 值（第二种特殊情况），再根据临界 K 值求相

应的值，即为虚轴上交点坐标 j 。 

2． 求  0)()(1   jssHsG 的值。 

九． 根之和与根之积 

若n个根为 1p ,…, np （闭环极点），则 


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n
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1
1 ,  
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§§44..33  控控制制系系统统的的根根轨轨迹迹分分析析  

一． 用闭环零极点表示的阶跃响应解析式 

由开环 )()( sHsG  

→闭环极点的根轨迹 

 
*K对某 求闭环极点  零点

确定闭环传函 
  ）（tr 闭环系统动态性能 

二． 利用主导极点估算系统性能指标 

例. 知开环
)15.0)(1(

)(



sss

KsG ，用根轨迹法分析系

统的稳定性，并计算闭环主导极点具有 5.0 时的性

能指标。 

解：
)2)(1()2)(1(

2)(
*







sss
K

sss
KsG  

1． 作根轨迹图 
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①有 3 条根轨迹，起于 0，－1，－2，终于。 

②实轴上（－1，0），（  ，－2）为根轨迹。 

③渐近线夹角与坐标 
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④分离点坐标 

01
2

1
1

1





 ddd
 

?,(58.1,428.0 321  ddd 舍） , 试探法，近似求解。 

⑤与虚轴交点坐标 

023 *23  Ksss  
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0)(2)(3)( *23  Kjjj   








03
02

*2

3

K
  

2,0 3,21 j   

3,6*  KK  

可画出根轨迹如图。 

2． 分析稳定性 

0< K  <3 时稳定 

3． 根据，确定闭环主导极点 1s , 2s 的位置 

由 的定义： 
605.0  arcCosarcCos  

可画出 5.0 时的阻尼线，与根轨迹交点为 1s ，可测 58.033.01 js  ，其共轭

58.033.02 js  。 

05.177.1886.0667.0312111
*  pspspsK , 525.0

2
1 *  KK  
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023 *23  Ksss ， 58.033.02,1 js   

用长除法得： 33.0)7(34.23 s    ∴ 1s ， 2s 确为主导极点 

4． 估算性能指标 

22

*

2

*

21

*

2445.0667.0)((
)(

nn ss
K

ss
K

ssss
KsT

 








）
 

∴当 )()( tUtr  时 

%3.16
21   eM p  

秒5.105.3





n
st 

 

三． 根轨迹在校正中的应用 

 校正问题： 

若所希望的闭环极点不在根轨迹上，应如何选择校正装置 )(sGc ，使根轨迹在合适的增益K

值下通过给定的点。 

故需首先研究系统的根轨迹在加入 )(sGc （即增加开环零极点）时的变化规律。 
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1． 增加开环极点对系统根轨迹的影响 

——哪条准则与 m、n 有明显的关系？ 

∵ 增加极点使渐近线与实轴的夹角 


mn

k
A 




12
随n↑而↓，向右弯曲 

极点个数——弯曲程度，极点位置——平移位置 

而渐近线与实轴的交点： 

mn
zp ij

A 



 

 随着新加极点愈靠近原点向右移 

将使原系统的根轨迹向右方弯曲，且右移 
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)1(
)()(




ss
KsHsG  



90

5.0

A

A




                 



60
1

A

A




                



60

25.0

A

A




 

 

 

5.0
1



s2

1



s
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2． 增加开环零点对系统根轨迹的影响 

在开环传函上增加零点，将使原系统根轨迹向左方弯曲，而且弯曲的程度将随所增

加的零点数目的增加而增大，随着零点距原点的距离变小而加剧。 

)22(
)()(

2 


sss
KsHsG  

     




,60
3/2




A

A           



90

0:2

A

AcZ



         




90
75.0:5.0

A

AcZ



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3． 增加开环零极点对根轨迹的影响 
)/()()( ccc psZssG   

① cc pZ  时，零点更靠近虚轴，起主导作用， 

相当于附加零点，使根轨迹向左弯曲偏移。 

② cc pZ  时，相当于附加极点，使根轨迹向右弯曲倾斜。 

③ cc pZ  ——增加一对偶极子 














n

i
i

m

i
i

ps

ZsK
sHsG

1

1

*

)(

)(
)()( ， *K ：开环根轨增益 

增加偶极子对根轨方程的相角幅值条件不影响。 

即不会影响根轨迹的形状。 
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











 Nn

j
j

N

m

i
i

sTs

sK
sHsG

1

1

)1(

)1(
)()(


 ;  K ：开环增益（放大倍数） 

→















Nn

j
j

m

i
i

p

Z
KK

1

1*

)(

)(
 

加上 cZ ， cp 后 

)(
)(

)(

)(
'

1

1*

c

c
Nn

j
j

m

i
i

p
Z

p

Z
KK
















  

——偶极子离虚轴远，不影响系统性能，离虚轴近，仍为偶极子，但 cc pz / 较大，
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影响 K’，即会影响系统的静态精度。 

如 01.0,05.0  cc pz 时，二者离虚轴已经很近，根轨迹形状不太变，但均对系统

精度性能影响较大。 

4． 按根轨迹校正反馈系统可依以下步骤进行 

①根据给定的动态性能指标，确定希望的闭环主导极点的位置。 

②绘制未校正系统的根轨迹。若希望的主导极点不在此根轨迹上，而且可以看出

此根轨迹不可能提供满意的动态性能，则说明不能只靠改变 K使动态性能满足

要求，而需要校正装置改造根轨迹，使其通过希望的主导极点。 

③若校正后/前的根轨迹已通过希望的闭环主导极点，则检验相应的开环比例系数

是否满足要求，若不满足，可采用在原点附近＋开环负实偶极子的办法提高开

环比例系数，同时保持根轨迹仍通过希望的主导极点。 

④校核静、动态指标 
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§§44..44  广广义义根根轨轨迹迹  

)()(1
)(

)(
sHsG

sG
sT


  

闭环特征方程 0)()(1  sHsG 随某参量 变化的根轨迹——广义根轨迹。 

1)()( sHsG  

＝ 1
)(

)(

1

1

*













n

i
i

m

i
i

ps

ZsK
   ——一般根轨迹 

01)()( sHsG     01
)(

)(

1

1

1














n

i
i

m

i
i

ps

ZsC




 

即构造新的系统，其开环增益为 C ，而闭环特征方程与原系统相同。 
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例.右图为带速度反馈位置随动系统，作反馈系数 的根轨迹。 

解：
10)210(

10)(
2 


ss

sT


 

10)210(2  ss   

＝ sss 101022   

＝ )
102

10
1)(102(

2
2




ss
s

ss


 

＝0 

∴
102

10
)(

2 


ss
s

sG


  

考虑 0)(')('1  sHsG  
作  10K 从0变到时的根轨迹图，就是系统关于参量 的广义根轨迹。 

 


