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第第四四章章    空空间间参参数数估估计计算算法法  

§§44..11    引引  言言  

  主主要要目目标标：：  

利用传感器阵的时空接收数据，估计接收波形中的非线性参数，如到达方位角(DOA：

Direction of Arrival)，并研究提高角估计精度、角度分辨力和提高运算速度的各种算法。 

 空空间间参参数数估估计计方方法法：： 

最早的方法： 

机械波束扫描——速度和精度都满足不了实际的需要。 

常规的时域/空域谱分析： 

线性谱估计，依然受到瑞利极限约束。 
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非线性谱估计： 

为了提高频率分辩力，实现频率的超分辨估计，提出时域谱分析，如： 

Capan（1969）提出的极大似然估计 

Burg（1967）提出的最大熵法 

Pisarenko（1973）提出的谐波分解法 

为了提高角度分辩力，实现角度的超分辨估计，在空间谱分析中采用非线性处理，如： 

极大似然估计 

最大熵估计（线性预测） 

自相关矩阵的特征分解法——典型的代表是多信号分类法（MUSIC） 

旋转不变技术的参数估计法（ESPRIT） 

最小内积法（MN） 
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 处处理理空空间间相相干干信信号号——如多径效应及应答式干扰 

以牺牲有效阵元数来换取信号的不相关性，先对阵列信号进行去相关的预处理，而后应

用上述算法获得精确的到达角估计，如可以用下列方法来处理相干信号： 

空间平滑法； 

前后向预测投影矩阵法； 

数据矩阵分解法； 

频域平滑法等。 

  可可以以把把空空间间参参数数估估计计技技术术分分成成两两大大类类  

基于谱的方法：构造一个自变量为 DOA 的类似谱的函数，使此函数达到峰值的 DOA 即为

DOA 估计。 

基于参数的方法：同时搜索所有的待估参数，常常可以得到更精确的估计。 
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§§44..22  基基于于谱谱的的 DDOOAA 估估计计  

§§44..22..11  波波束束形形成成技技术术  

这种测角方法的基本思想是利用波束形成技术，即对阵列不断进行定向并测量输出功率，

使阵列输出功率达到最大值的方向即对应于 DOA 估计。 

阵列响应是传感器输出的线性组合： 

)()( tty H
xw  

对于K 个快拍 )(),2(),1( Kyyy  ，输出平均功率为： 
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一、传统的波束形成器（Bartlett 波束形成器） 

设传感器阵接收数据为： 
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)()()()( ttst nvx    

其中 )(tn 为空间白噪声。 

为使输出功率最大，则： 

   max ( ) ( ) max ( ) ( ) maxH H H H HE t t E t t R 
x

w w w
w x x w w x x w w w 

=   2 2 2 2 2max ( ) | ( ) | | | , . . | | 1HE s t s t   
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可得其解为空间匹配滤波器： 

)()(

)(





vv

v
w

H

 )(
1

vw
N

 
均匀线阵

 

此时经典空间谱为： 

( ) ( )
( )

( ) ( )

H
H

H

R
P R

 


 
  x

x

v v
w w

v v
 



第四章  空间参数估计算法  

 

6 

二、MPDR（Capon）波束形成器 

若有两个信号均处于主瓣内，则用上述传统波束形成器构成的经典空间谱无法区分它们的

到达角。 

为了解决这个问题，可对主瓣进行约束，允许所需方向的信号通过，而以最佳的方式尽量

不让其它方向的信号通过。 

可以用 LCMP/MPDR 波束形成器来实现这个想法。 

波束形成器的目标函数为： 

  2 2 2 2min ( , ) min min ( ) | ( ) | | | , . . ( ) 1H H HP R E s t s t       x
w w w

w w w w v w w v  

可得到相应的权函数为： 
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 回回顾顾：：两个期望信号（到达方向分别为 0

s1 0 和 s2 ）、MVDR 波束形成器 

1) 分分析析阵阵元元数数 NN 对对方方向向图图的的影影响响：：SNR1=SNR2=20dB， 12 ss    
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§§44..44..22 基基于于子子空空间间的的算算法法  

Capon 波束形成器通过约束条件 1)( vw
H ，使相应的空间谱得到了较高的分辨力。 

实际上，约束条件的选择有很大的灵活性。 

问问题题：：是是否否存存在在一一个个特特殊殊的的约约束束条条件件使使角角分分辨辨力力．．．．．．．．达达到到最最佳佳？？  

若选择如下一般的约束条件： 

1)( d
H C vw  

则阵列输出功率为： 

    )(ˆ)(
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)(ˆ)(
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其中C是一个特定的矩阵。 

若能选择C满足 0)( dC v ，则 )( dP  出出现现峰峰值值，即在波束扫描出现峰值时，根据 )(P 的

峰值所处的位置即可确定源方向。 
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基于子空间的算法通过分析协方差/谱矩阵的特征值和特征向量，来寻找满足此条件的C。 

这类算法基于对协方差矩阵的谱分解，早就被用于时间序列分析和谱估计理论中。但是人

们对基于子空间的算法产生极大兴趣的原因，却是 MUSIC 算法的提出。MUSIC 算法最早是

从 DOA 估计问题中提出的，后来又被用回到谱分析和系统辨识等领域中。 

基基于于子子空空间间的的算算法法充充分分利利用用了了接接收收数数据据协协方方差差矩矩阵阵的的如如下下性性质质：：  

① 由 xR 的特征向量张成的空间可以分为两个子空间——信号子空间和噪声子空间； 

② 阵簇矢量与噪声子空间正交。 

由于噪声子空间与信号子空间正交，故阵簇矢量属于信号子空间。 

子子空空间间建建模模与与分分析析（（复复习习））：：设对于D个平面波信号，由N个传感器构成的阵列接收信号为： 

)()()()( tttVt nsx   

其中  )()()( 1 tttV Dvv  ，  TNiii ttt )()()( 1,0,   v ，  TD ttt )()()( 1 sss  ， 

cn

T

iin
/pa 。 )(tn 是时空白高斯噪声，其均值为 0，   IttE n

H )()()( 2  nn 。 
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根据上面的模型，可以得到频域模型为： 

IVSVS n
H 2)()()()(   sx  

其中谱矩阵 )(xS ℉ )(xR ,空间相关阵为： 

 )()()(   ttER H
xxx  =   ItVtttVE n

HH )()()()()( 2   ss  

     = ItVtRtV n
H )()()()( 2   s  

其中  )()()( 1  DV vv  ，每个元素为阵簇矢量： 
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假定已知平面波信号源的个数D，子空间算法要根据上述频域快拍估计D个信号的到达角

D ,1 。 
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将谱矩阵： 2

n

H

cV SS IV S S    sx n 进行特征分解，即用其特征值和特征向量表示为： 
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其中  N 1 ， i 为 xS 的特征向量， IHH  ； 
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1

， i 为 xS 的特征值， Dic
i ,,1,  为 cS 的特征值， 

2
n 为空间白噪声 nS 的特征值。 

  DsU  1 为 DN  维矩阵；  1N D NU   为 )( DNN  维矩阵； 

   2

1 , , 1, ,s D i n

c

idiag i D         

   NDidiag niNDN ,,1,, 2
1      

上面假定了特征值是以从大到小的次序排列的，即： 
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2
121 nNDD      

较大的D个特征值对应于信号项，相应的D个特征向量构成了一个子空间 sU ，称为信号子

空间，所有的信号方向矢量 )( iv 都处于信号子空间。 

换换句句话话说说，特征向量 D ,,1  与阵簇矢量 )(,),( 1 D vv  张成的是同一个空间。实际上，

D ,,1  是上述信号子空间的一组正交基。故每个特征向量都可表示为阵簇矢量的线性组合： 

Dicc DDiii ,,1,)()( 11    vv  

较小的 DN  个特征值对应于噪声项，相应的 DN  个特征向量构成的子空间 NU 称为噪声

子空间，它与信号子空间正交。 

由于阵簇矢量在信号子空间中，故它与噪声子空间正交，即： 

2| ( ) ||| 0, 1,2, ,H

i NU i D  v  

从上述分析可见，噪声子空间 NU 即是我们要寻找的矩阵C，满足： H ( ) 0d C  v  

实实际际上上，，上上式式就就是是各各种种基基于于子子空空间间的的角角估估计计算算法法的的理理论论基基础础。。  
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子子空空间间建建模模特特例例：：对于D个窄带平面波入射信号，阵列接收信号为： 

)()()( ttVt nsx   

其中  DV vv 1 ， iv 为第 i 个平面波的阵簇矢量，对均匀线阵： 

12 12
cos cos

2 2
i i

T
N d N d

j j

i e e

 
 

 

 
 

  
 

v  

此时空间协方差矩阵为： 

 )()(  ttEVRVR HH
s nnx  

对 xR 进行特征分解可得到： 

xR = H
NNN

H
sss UUUU    

且满足：  

DiU Ni
H ,,2,1,0||)(|| 2 v  
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一、特征矢量法 

根据矩阵求逆公式，有： 
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故在约束条件为 1)( d
T C vw 时的阵列输出功率为： 
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当 d 扫过有信号来的方向 k 时，由于 ),,1( NDii  与信号子空间正交，故 )( dP  出现

峰值，此时的 d 就是信号来波方向 k 。——即特征矢量法。 

二、MUSIC 法 

由于实际上阵列协方差矩阵是从快拍中估计得到的，故 DN  个小的特征值并不相同。为

了避免特征值大小对方向估计的影响，可令： 

' '

1

1

,   { }
N

H

i i i N D N

i D

C U diag    

 

         

此时阵列的空间谱函数为：
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这种方法被称为多重信号分类法（MUSIC：Multiple Signal Classification）。为了与另一种

基于参数的根 MUSIC 方法相区别，这种方法又被称为谱 MUSIC（Spectral MUSIC）算法。 

上式还可用矩阵形式写为：
)()(

1
)(

d
H
NNd

Hd
UU

P



vv

  = 
  )()(

1

d
H
ssd

H UUI  vv 
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三、加权 MUSIC 法 

谱 MUSIC 还可以被推广为更一般的形式——加权 MUSIC，其空间谱函数为： 

)()(

1
)(

d
H
N

H
Nd

Hd
UWWU

P



vv

  

引入加权矩阵W ，就可以考虑不同特征向量的影响，加权矩阵的选择方法不同，就可以得

到不同的算法。 

当 IW  ，即对各特征向量进行均匀加权时，加权 MUSIC 就是谱 MUSIC 算法。已经证明，

均匀加权实际上是一种最优加权，它使估计方差渐近最小。 

但是，若信噪比较低或快拍数较少，则谱 MUSIC 算法的性能将大大降低，此时通过适当

地选择非均匀加权可以提高算法的分辨率，同时也不会大大增加估计方差。 
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四、最小内积法（MN：Min_Norm） 

这种方法的基本思想是寻找一个矢量d，使得： 

Dkk
H ,,1,0)( dv  ，                                                ( ) 

其中  TNdd 1d ，
12 12

cos cos
2 2( )

k k
k k

T
N d N d

j j T
j jN

k e e e e

 
 

  
 


 

 
     

 
v 。           

为了检测信号零点，定义一个多项式： 





N

i

i
i zdzD

1

)( ，           其中 ij
ez


  

这个多项式有N个根，其中有D个根位于单位圆上，即 Dj
ez


 (满足( )式)。我们希望另外

的 DN  个根都不在单位圆上，否则将出现虚假零点。实际上，满足( )式的有很多。为了保证

)(zD 的其余 DN  个根位于单位圆内，R. Kumaresan 证明（1983），在 11 d 时只要满足

2

1

min | | min
N

i

T

i

d


 d d即可，故此法被称为最小内积法。 
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满足( )式的d一定位于噪声子空间中。通过寻找满足 11 d ，且


N

i
id

1

2|| 最小的d，可导出： 

WUU NN 


|||| c

c
d  

此时 MN 法的空间谱函数为： 
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1
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d
H
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H
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UWWU

P



vvvddv

  

在前述的特征分解法（如特征矢量法或 MUSIC 算法）中，零谱的表示式为： 

)()(||)(||)(
1

2  vvv 



N

Di

H

ii

H

Ni

H UD  

这些算法利用了噪声子空间中所所有有的的噪声特征矢量。 

若谱函数不用总的噪声子空间，而只用其中的一个噪声特征矢量，则无论是用 MUSIC 法

还是 MN 法，除在信号源处出现峰值，在没有信号源处也将出现峰值，因为此时不满足最小

模条件。从以上分析可见，MN 法是加权 MUSIC 法的一个特例：当选择
||||c

c


W （其中 c 为 NU 的

第一行所构成的矢量）时，即得到最小内积法。 
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一个由10个阵元组成的均匀线阵。设两个窄带不相关信号的到达角度分别为 01  、

15.02  且SNR=0dB、20dB时，Bartlett波束形成器算法、Capon算法和MUSIC算法的空间谱 
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§§44..22..33  投投影影矩矩阵阵法法  

一、 正交投影 

B

A

ApuB

 
图中A和B表示任意维向量，要求A在B上的投影或与B正交的分量 pA ，可以令此投影矢

量为： BAA p  

而 0p
H

AB ，故： 0 BBABAB
HH

p
H   

ABBB
HH 1

)(


   ABBBBAA
HH

p

1
)(


  = AA
BB

BB  PI
H

H

)(  

其中 P 为投影矩阵，它将任意向量A投影在与B垂直的空间中。 



第四章  空间参数估计算法  

 

22 

一般地，若A和B为矩阵，则将A投影到B的列矢量所张成的空间的投影算子或投影矩阵为： 

HH BBBBP 1)(   

将A投影到B的列矢量所张成空间的正交补空间的投影矩阵为： 

HH BBBBIP 1)(    

二、投影矩阵法 

若有一投影到噪声子空间的投影算子 NP ，那么： DkP k
H

N ,,1,0)( v 。 

则通过下面的空间谱即可得到 DOA 估计： 

   )()(

1
)(

d
H

N

H

d
H

N PP

P




vv

  

我们知道， NP 可以用噪声子空间的特征向量表示，此时即可得到 MUSIC 算法： 
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Di
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NP 还可以用方向矩阵 )(V 表示，即： 

  )()()()(
1

 HH
N VVVVIP


 ，      

其中 )(V 的列矢量 )( kv 构成了信号子空间。 

由于 k 未知，故无法得到 )(V 。但若能找到一个矩阵Q使其列矢量也展成信号子空间，则： 

  HH
N QQQQIP

1
  

设D个信号源相互独立，则接收信号的协方差矩阵为： 

IVRVR H 2)()(   sx = IP
D

k
k

H
kk

2

1

)()(  


vv = IRC
2 , 其中 kP 为第k 个源的功率。 

容易证明，若所有信号源独立，则 CR 中任何D个行向量 lC ,r 的共轭转置均展成信号子空间，

即 lC ,r 是 ),,1)(( Dkk v 的线性组合。可以选择： 

 DQ qq 1  

而 H
ll rq  ， lr 为 CR 的第 l行。——当 SNR 较高时，用这种方法可以简便地得到 NP 。 
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§§44..33    基基于于参参数数的的 DDOOAA 估估计计  

考虑 N 个任意配置的传感器，有 D 个窄带信号源，其入射方向与参数方向的夹角为

Dkk ,,1,  ，则阵列接收的复包络为： 

)()()()(
1

ttst
D

k
kk nvx  



 = )()()( ttV nS   

其中  TN txtxt )()()( 1 x ，  TN tntnt )()()( 1 n  

 Tj
kN

j
kk

kNk eaea
)()(

1 )()()( 1   v , 

 )()()( 1 DV  vv  为 DN  阶方向矩阵； 

)(tx i 是第i个传感器接收的信号； 

)(tsk 是第k 个源对某参数点的发射信号； 

 )()()( 1 tstst DS 为 1D 信号矢量。 

)( kia  是第i个传感器对第k 个信号源在 k 方向的幅度响应； 

)( ki  是第i个传感器与参考点间对第k 个源的时间延迟。 
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§§44..33..11  极极大大似似然然((MMLL))算算法法  

假设：信号个数D是已知的，且 ND  ； 

每个信号源的阵簇矢量是相互独立的，即 )(V 是列满秩矩阵； 

)(tni 是时空平稳高斯随机过程，均值为 0，方差为 2
n ，噪声的各个采样之间统计独立； 

信号波形是确定性的但是未知的。 

因此，对 )(tx 得到的采样 )(,),1( Kxx  的联合概率密度为： 

)||)()()(||
2

1
exp(

)det(2

1
))()1(( 2

221

iVi
I

KP

nn

K

i

Sxxx 





 


  

式中  det 表示求  的行列式 ， ||||  是欧氏范数。 

对上式取对数并舍去常数项，得到似然函数为： 





K

in

nn iViKNtL
1

2

2

22 ||)()()(||
1

log)),(,( SxSθ 
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为了求极大似然估计，需对未知参数θ， )(tS 和 2
n 求似然函数的极值多参数优化问题。 

先对 2
n 进行估计。固定θ和S，对 2

n 求极大值，得到噪声方差的估计为： 





K

i
n iVi

KN 1

22 ||)()()(||
1

ˆ Sx   

把 2ˆ n 代入原似然函数中并忽略常数项，则对θ和S的ML估计是求解下面的极大值问题： 









 


)||)()()(||
1

log(max
1

2

,

K

i

iVi
KN

KN Sx
S




 

由于对数函数是单调函数，故上式的极大值等效于下式的极小值，即： 












K

i

iVi
1

2

,
||)()()(||min Sx

Sθ
                                                    (  ) 

固定θ对S进行估计，实际上成为一个 LS 估计问题： 

  )()()()()()()(ˆ
1

iViVVVi HH
xxS  

  

其中   )()()()(
1

 HH VVVV
  是 )(V 的 Moore-Penrose 伪逆。 
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将 )(ˆ iS 代入(  )式中可得： 

 






 



K

i

HH iVVVVi
1

21
||)()()()()()(||min xx

θ
  

=






 



K

i
V iPi

1

2||)()(||min xx
θ

=











K

i
V iP

1

2||)(||min x
θ

 

其中   )()()()(
1

 HH
V VVVVP


 是投影到 )(V 的列矢量所张成空间的投影算子，

VV PIP  是投影到 )(V 的零空间的正交投影算子。 

此时目标函数变为： 





K

i
V iPJ

1

2||)(|| x =  



K

i
V

H

V iPiP
1

)()( xx =



K

i
V

H
V

H iPPi
1

)())(( xx  

投影算子 
VP 是幂等矩阵，即： 

2)()(   V
H

VV PPP  
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由迹的性质： 

)( trAH  yx = )( yx Atr H = )( HAtr yx  

其中为标量，x、y为向量，A为方阵。 

故 



K

i
v

H iPiJ
1

)()( xx = 










K

i

H
V iiPtr

1

)()( xx =  xRPKtr V
ˆ  

其中 



K

i

H ii
K

R
1

)()(
1ˆ xxx 是 xR 的极大似然估计。 

因此，对θ进行 ML 估计只需求： 

 x
θθ

RPKtrJ V
ˆminmin   或  x

θθ
RPKtrJ V
ˆmaxmax   

一旦得到θ，即可由下式估计Ŝ和 2ˆ n ： 

)()(ˆ iV xS   





K

i
n iVi

KN 1

22 ||)()()(||
1

ˆ Sx  = 



K

i
V iP

KN 1

2||)(||
1

x =  xRPtr
N

V
ˆ1   
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上面的ML估计是一种非线性多维极大值问题，其计算量是惊人的。为了简单且有效地计

算这种多维极大值问题，M. Wax（1988）提出了一种交交替替投投影影算算法法（AP：Alternating Projection）。 

在求多维参数θ最大时，AP 算法不求它们同时最大，而是采用各维交替达到极大的方法，

这时多维搜索就简化为一维搜索。这种方法采用迭代技术，变动一个参数，其它参数固定，

求得这一个参数的极大值。 

设有 D 个信号源，其 DOA 分别为 Dk   ,,1 ，则用下式求第k个源 DOA 的初值 0ˆ
k ： 

 xv RPtr ˆminargˆ
)(

0
1 1

1

 


 ，        Remember:
1

( ) ( ) ( ) ( )H H

VP V V V V   


    ， V VP I P    

 xvv
RPtr ˆminargˆ

)]()ˆ([

0
2

2
0
1

2




  

 xvvv
RPtr ˆminargˆ

)]()ˆ()ˆ([

0
3

3
0
2

0
1

3




  

则 k 的第 1i 次迭代由下式求得：  
xv

RPtr
k

i
kk

V

i

k
ˆminargˆ

)]()([

)1(
)(

 


  

其中  )()(

1

)(

1

)(
1

)( ˆˆˆˆ i
D

i

k

i

k

ii

k    是 1)1( D 矢量。 
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§§44..33..22    子子空空间间拟拟合合算算法法  

从上一节的分析可知，基于子空间的空间谱估计算法比传统波束形成算法的性能大幅度提

高。当信号源不相关时，只要采样数据足够多，MUSIC 算法的 DOA 估计精度与极大似然方

法的性能相同。不过，当得不到大量采样数据时，各种基于谱的算法都会存在很大的估计偏，

从而导致很低的分辨率。当信号源之间相关性很强时，这个问题尤为突出。 

20 世纪九十年代以来，M. Viberg,  P. Stoica 等人提出了基于参数的子空间算法——子空间

拟合算法（SF：Subspace Fitting），其统计性能无论是在理论上还是实际上都与 ML 算法相同。 

已知阵列协方差矩阵 xR ，则其特征分解为： 

IVRVR n
H 2)()(   sx = H

nnn
H
sss UUUU 2  

R 
x

2 2

11

( )
D N

H

n

c H

i i i

i

n

i D

i i      
  

      = H

s s

H

N N NsU U U U     

只要 sR 满秩（即D个信号不相关），则矩阵 )(V 与 sU 张成同一个空间。在一般情况下，若D

个源信号中有些相关，则 sR 的秩小于D， sU 中的信号特征矢量个数即是 sR 的秩 DD ' 。 
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将 H
nn

H
ss UUUUI  代入 xR 中，得：（Remember：投影算子  

1
H H

N N N N

H

N NNP U U U U U U


  ） 

)()()( 2 H
nn

H
ssn

H UUUUVRV  s = H
nnn

H
sss UUUU 2  

即： 

H
sss

H
ssn

H UUUUVRV  2)()(  s 。 

H
snss

H UIUVRV )()()( 2 s  

IUU s
H
s   

12( ) (( )) H

s s ns RV UU V I 


  s    = ( )V T  

即总存在一个 'DD 的满秩矩阵T ，使 TVU s )( 成立。这表明 sU 的 'D 个列矢量位于 )(V

张成的空间，或者说 sU 张成了 )(V 的 'D 维子空间。 

在这个式子中，θ和T 是未知的，只要找到满足这个等式的θ，即可找到真正的 DOA，其中

T 是一个无用的参量。在实际处理中，矩阵 sU 只能通过估计得到，这时，上面的等式不再成

立。子空间拟合技术是要寻找 θ̂和 T̂ 使 TV ˆ)ˆ( 能最佳地接近矩阵 sÛ  —这就是信号子空间
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拟合（SSF: Signal Subspace Fitting）算法的基本思想。 

采用 Frobenius 范数来度量其接近程度，则 SSF 估计可通过求解下述非线性最优化问题得

到： 

  2

,
||)(ˆ||minargˆ

Fs
T

TVUT 
θ

θ                                              () 

其中 Frobenius 范数为 )(|||| 2 AAtrA H
F  。 

当θ给定时，先估计T ，其最佳解为： 

  ss
HH UVUVVVT ˆ)(ˆ)()()(ˆ

1
 

  

将T̂ 代入()，可得： 

22 ||ˆ)(ˆ||minarg||ˆ)()(ˆ||minargˆ
FsVsFss UPUUVVU   

θθ
θ  

  = 2||ˆ)(||minarg FsV UP 

θ
  = )ˆ)(ˆ(minarg sV

H

s UPUtr 

θ
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由 )()( BCAtrABCtr  ，有 

)ˆˆ)((minargˆ H

ssV UUPtr 
θ

θ     ML
ˆmin min VJ Ktr P R   

 x
θ θ

θ  

考虑到 sÛ 各列对子空间的不同贡献，引入一个正定的加权矩阵W ，按下式对 sÛ 的列矢量

进行加权求得 θ̂和T̂ ： 

  2

,
||)(ˆ||minargˆ,ˆ 2

1

Fs
T

TVWUT 
θ

θ  

这种技术被称为加权子空间拟合（WSF）。 

可得到其解应为： 

}ˆˆ)({minargˆ H

ssV UWUPtr 
θ

θ  

M.Viberg（1991）证明，使 θ̂的估计误差最小的加权矩阵为： 

12 )(  sns IW   
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§§44..33..33  均均匀匀线线阵阵的的参参数数 DDOOAA 估估计计算算法法  

对于均匀线阵，空间矩阵 )(V 具有一个非常特殊、也非常有用的结构——Vandermonde 矩

阵结构（其每一列的各元素均为其第一个元素的整数幂次）： 

 )()()()( 21 DV  vvv   

    





















 D

D

NjNjNj

jjj

eee

eee





)1()1()1( 21

21

111









 

其中 ii d  cos2 。 

基于这种结构，可以得到一些计算量小且性能很好的 DOA 估计算法。 

一、根 MUSIC 算法 

MUSIC 算法根据空间谱的峰值位置来确定 DOA，令零谱为： 
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N

Di

H
ii

HD
1

)()(  vv
，  其中 

i 为 xS 的特征向量。 

则其零点亦可检测 DOA，即满足下式的 为 DOA 的估计： 

NDii
H ,,1,0)( v  

将此式写为：  01
2

1

)1( 





















Ni

i

i

Njj ee










  

并定义 jez  ，则上式还可写成： 

NDizz
N

n

n

nii ,,1,0)(
1

1  


  

可见我们可以得到 DN  个多项式，每个多项式均有D个根，为 kj
k ez


 。 

为了同时利用所有噪声特征向量的信息，我们把这些多项式代入到零谱中，得到： 





N

Di

H
ii

HzD
1

)( vv    = 



N

Di

H
i

H
i

H

1

)(  vv  = 



N

Di
ii

z
z

1

)
1

()(  
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此多项式位于单位圆上的根即是零谱，即： 

)()( 


j

ez
eDzD j 


 

由于 NDizi ,,1,)(  的根是信号零点，故 )(zD 的根相对于单位圆镜像对称： 

)1)(1()( 1

1
zzzzCzD nn

N

n




  

选择单位圆内最接近单位圆的D个根 Dkzk ,,1,ˆ  ，即可得到 DOA 估计。 

Dkz
d

kk ,,2,1,})ˆarg{
1

arccos(ˆ
2





  

当所采用的协方差矩阵是估计得到的时， kẑ 将存在估计误差，即 kẑ 的幅度和相位均存在误

差。 

从上式可见，只只有有 kẑ 的的相相位位估估计计误误差差会会影影响响根根 MMUUSSIICC 的的性性能能，，故故根根 MMUUSSIICC

算算法法比比谱谱 MMUUSSIICC具具有有更更高高的的精精度度和和分分辨辨力力。。 
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二、ESPRIT 算法 

根 MUSIC 利用了均匀线阵定向矩阵 )(V 为 Vandermonde 矩阵的结构特点（即其每一列的

各元素均为其第一个元素的整数幂次），而 ESPRIT 算法则利用了 )(V 结构的另一特点——移

位结构。 

定义 )(1 V 和 )(2 V 为从 )(V 中删除第一行和最后一行得到的矩阵，即： 










































)(

)(

111

)(
2

1

)1()1()1( 21

21










V

V

eee

eee
V

N

D

NjNjNj

jjj 第一行

最后一行









 

则从 )(V 的结构可见： 

 )()( 12  VV ，    )()( 11  VJV s  ，    )()( 22  VJV s    

其中  Djj
eediag

 1 ， ii d 



 cos

2
 ； 
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 1)1()1()1(1

010

001



















 NNNs IJ 0







为从 )(V 得到 )(1 V 的选择矩阵； 

 )1()1(1)1(2  NNNs IJ 0 为从 )(V 得到 )(2 V 的选择矩阵。 

考虑更一般的情况。设 )(1 V 和 )(2 V 为从原定向矩阵为 )(V 的线阵中得到的任两个结构相

同的子阵的定向矩阵，两子阵的阵元轴线方向相距△，则仍有： 

 )()( 12  VV  

)()( 11  VJV s   

)()( 22  VJV s   

其中 1sJ 和 2sJ 仍为选择矩阵，其维数为 NN  )( ，  Djj
eediag

 
 1 。 

定义 NN  )(2 维矩阵



















2

1

s

s

s

J

J

J  ，则 











)(

)(
)(

1

1






V

V
VJ s  。 
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对定向矩阵为 )(V 的、原均匀线阵的空间相关阵进行特征分解，有： 

IVRVR n
H 2)()(   sx   =  H

NnN
H
sss UIUUU )( 2  

由于 sU 与 )(V 张成同一个空间——信号子空间，故有： TVU s )( 。 

因此， 

TVJUJ sss )(  

定义 









2

1

s

s
ss

U

U
UJ ，故： 





















TV

TV
TVJ

U

U
s

s

s

)(

)(
)(

1

1

2

1




  

进一步定义 TVB )(1  ， TT  1
ψ ，则上式变为： 



















ψB

B

U

U

s

s

2

1
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从上式可见，ψ的特征值是的对角线元素。只要从上式中找到ψ，其特征值就对应信号的

入射角 Dke kj
,,1, 

 。 

在实际处理时，矩阵 sU 只能通过估计得到，此时上面的等式不再成立。用 Frobenius 范数来

度量方程左右两边矩阵的接近程度，则使上述范数最小的ψ即对应于我们要求的 DOA，即： 

 

























 2

2

1

,

||
ˆ

ˆ
||minargˆ

F

s

s

B B

B

U

U
B

ψ
ψ

ψ

 

对上面的最小化问题求解，可得： 

1
2212
 VVψ  

其中 12V 和 22V 是从下面的特征分解中得到的： 

  

























HH

HH

Ess

s

s

VV

VV

VV

VV
UU

U

U

2221

1211
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1211
21

2

1 ˆˆ
ˆ
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§§44..44 相相干干信信号号源源的的处处理理  

前面基于谱的各种 DOA 估计算法，如 Capon 法、MUSIC 法、MN 法等，其构造空间谱

的唯一依据是基于对阵列协方差的分析： 

    JVRVR n
H 2)()(   sx  

其中  HER sss  是信号协方差矩阵。 

若s是由D个独立源组成，则   DRrank s ，对 xR 进行特征值分解就可以得到D个较大的

特征值和 DN  个等于 2
n 的特征值。D个较大的特征值对应的特征向量张成一个信号子空间，

与由 )(V 的列矢量 Dkk ,,1,)( v 所张成的子空间相同。根据信号阵簇矢量 )( kv 与噪声子

空间的正交性，就可以确定 DOA。 

但是，若D个信号值中有某些源是相干的（完全相关），即： 

 

 
1

)()(

)()(

22


tstsE

tstsE

ji

ji
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则   DRrank s ，对 xR 进行特征分解后较大的特征值数将小于D，与此相应的特征向量所

展成的信号子空间维数将少于 )(V 的列数，使某些相干源的阵簇矢量 )( kv 不再正交于噪声子

空间，所以有些源在空间谱曲线上将不出现峰值。 

为了对相干源进行空间谱估计，核核心心的的问问题题是如何把信号协方差矩阵 sR 的秩恢复至等于

信号源的个数D。即在进行空间谱估计前先对接收信号进行预处理，恢复 sR 的秩即对源信号

进行去相关处理，然后再用处理独立源的方法进行空间谱估计。 

下面，将介绍利利用用空空间间平平滑滑法法解解相相关关的预预处处理理算法。 

考虑由N个阵元构成的均匀线阵。对D个信号源，窄带传感器阵的接收信号矢量为： 

)()()()( ttVt nsx    

当进入阵列的D个信号源相干时，其信号协方差矩阵 sR 的秩将小于D。 
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我们知道，对于均匀线阵，方向矩阵 )(V 是 SN  维的 Vandermonde 矩阵，若将阵列向右

（或向左）平移一个距离，则阵列接收矢量为： 

)()()()( ttVt nsx    

其中  Djj
eediag

 1 ， ii d 



 cos

2
 。 

可见平移相当于把信号矢量旋转为 )(ts 。对这两个阵列的协方差矩阵求平均值，得： 

  )()( )(
2

1 " tVRRVR Hf
nssx    

 




















H

H
f ERRR

s

s
sssss  

则此时两信号矢量组成的矩阵 ss  的秩将增加 1，即 fRs 秩将比 sR 的秩增加 1。 

若将原阵列依次移L次，只要 DL  ，则可将D个相干源的信号协方差矩阵的秩恢复为D。

这就是空间平滑预处理算法相关的基本思想。 

现在我们来考虑一般的情况。如图所示，我们把整个阵列分成L个子阵列，每个子阵列的
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阵元数 Dm  ，每个子阵列从左逐步地右移。 

 

每个子阵列的接收信号矢量为： 

 Tm
f

xx 11 x  

 Tm
f

xx 122  x  

       

 Tlml
f

l xx 1 x  

       

 TNmN
f
L xx 1x  

则第l个子阵列的接收信号矢量可表示为： 
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l
l

m
f

l V nsx   )1()(  

其中  )()()( 01  mmmV vv  为由m个阵元构成的子阵列的方向矩阵 

  kk

Tmjj
km dee kk 




 

cos
2

,1)(
)1(


v  

 Djj
eediag

 1  

 TDss 1s  

 Tmlll nn 1 n  

第l个子阵列的接收信号协方差矩阵为： 

 Hf

l

f

l

f

l ER xxx   

   = mn
H

m
ll

m IVRV 2)1()1( )()(   
s  

取L个子阵列的协方差的平均值，即： 
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L

l

ff

l
R

L
R

1

1
xx  =  




L

l
mn

H
m

ll
mm IVRV

L
V

1

2)1()1( )()(
1

)(  s  

       = mn
H

m
f

m IVRV 2)()(  s  

我们知道





















 N

D

mjmjmj

jjj

m

eee

eee
V







)1()1()1( 21

21

111

)(









是 Vandermonde 矩阵，其秩为

),m i n ( Dm ，由于 Dm  ，故 )())()(( fH
m

f
m RrankVRVrank ss  。 

可以证明，若 Dm  ，且 1)( sRrank （即D个源完全相干），则当 DL  时 DRrank f )( s 。 

［［证证明明： 1)( sRrank  

         D

H aaR 1,  aaas  

将之代入 fRs 中，有： 
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L

l

llf R
L

R
1

)1()1(1
ss  =      




L

l

Hll

L 1

)1()1(1
aa  = HEE

L

1
 

式中   
aaa

)1(LE   ，显然 rank(E)Rrank f )( s 。 

    E可进一步等成： 

    






















DD Lj
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上面左边的矩阵满秩，右边的矩阵秩为 DDL ),min( 。证证毕毕］］ 

从以上的分析可知，若子阵列的阵元数 Dm  ，且子阵个数 DL  ，则通过上述空间平滑

可将D个相干源转变为D个独立源，此时有效阵元数减少到m个。 

若有D个完全相关的信号源进入阵列，则阵列中阵元个数最少应为： 

    DDDmLN 21)1(1m i n   
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若是D个独立源，则N 最少为： 

    1m i n  DN  

可见当利用空间平滑预处理算法处理D个相干源时，有效阵元数要牺牲 1D 个！ 

更一般地，可以证明，若有D个源，其中的 J 个源完全相关，若子阵中的阵元数 Dm  ，

则当子阵个数 JL  时，   DRrank f s 。此时最小阵元数 

JDDJmLN  1)1(1min  

即有效阵元数要损失 1J 个。 

以上的空间平滑算法又被称为前向平滑。尽管这种方法可以处理相干源，但牺牲的阵元

数太多。为此，人们又提出了前后向组合的平滑技术，对D个信号源中有 J个相干源的情况，

其最小阵元数
2

min

J
DN  。 

上上述述空空间间平平滑滑技技术术只只适适用用于于均均匀匀线线阵阵。。  

以上介绍的空间平滑技术基于的是窄带阵模型。对于宽带阵，可以得到频域快拍模型及
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相应的空间频谱矩阵： 

IVSVS n
H 2)()()()(   sx  

其中 )(xS =℉ ( )R 
x ， )(sS =℉ ( )R 

s
。 

同样可将N个阵元构成的均匀线阵分成L个子阵，求这L个子阵的频谱矩阵的平均值 fSx ，

在同样的条件下可证明 fSx 是满秩的，故经空间平滑后可在频谱求空间谱峰值以获得D个信号

源的 DOA 估计。 

可见，上上述述空空间间平平滑滑算算法法适适用用于于窄窄带带和和宽宽带带阵阵，，但但其其代代价价为为牺牺牲牲有有效效阵阵元元，这不仅使阵

列能够估计的信号源数减少，同时也增大了有效阵列的波束宽度。 

实际上，对于宽带的相干信号，尽管对信号中的每个频谱点有   1sRrank ，但在整个频

域内 sR 的秩却未必为 1。 

例如，设有两个相干源信号 )()(,)()( 021 ttstststs  ， 00 t ，则信号的相关矩阵为： 
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  )()()(   ttER H
sss   =  



















)()(

)(

)(
0

0

ttsts
tts
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E   

     = 












)()(

)()(
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rtr

trr
 

其中  )()()(   tstsEr 。 

对上式两边做傅氏变换，有： 

( ) ( )
( )

( ) ( )

a

a

j

j

s s e
S

s e s





 


 

 
  
 

s
 

可见 ( )S 
s 秩为 1。但是，若将 ( )S 

s 对进行积分，则 











)0()(

)()0(
)(

0

0

rtr

trr
dS s  

只要 00 t ，上式就不是奇异的。换句话说，只要将所有频率成份的谱密度矩阵进行平均，

得到的谱密度阵将不再是奇异的，这种方法称为频频域域平平滑滑技技术术。 
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§§44..55  性性能能分分析析  

空间谱估计是从传感器阵接收数据中对多个变量进行的估计。一般来说，这是一个没有

先验知识的估计。 

对于没有先验知识的情况，在噪声背景中从观测数据里估计参量的最优方法是极大似然

估计。ML 是一种渐近的有效估计，即估计的期望值等于真值（无偏的）且估计量与真值的均

方误差最小（达到克拉美－罗下界）。其它任何估计方法是否有效，其衡量的标准是其统计偏

差是否为０，以及统计均方误差是否接近于 ML 估计均方误差的下限，即 CRB(Cramer-Rao 

Bound)。 

空间谱估计的参量估计误差主要来源于采样数的有限，以及种算法本身。我们衡量某种

算法时最关心的是：（1）其均方误差是否满足 CRB？（2）在采样数有限的条件下，其估计的

统计偏差和均方误差是多少？影响多个信号源参量估计的分辨率。 

设 Kkk ,,1,)( x 是传感器接收数据，θ是待估参量，则 CRB 为： 
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   iiiVar  ˆ  

其中 ii 为第 1 J 的第ii个元素。 J 为 Fisher 信息矩阵： 

 

















ji

ij

P
EJ



)|(ln2
θx

 

若假假设设观观测测数数据据 )(kx 是是统统计计独独立立的的高高斯斯平平稳稳随随机机变变量量，则可得到 CRB 为： 

 CRB 































  111ˆ

x
x

x
x R

R
R

R
tr

K ji 
  

对于窄带阵，其阵列协方差矩阵可表示为： 

IVRVR n
H 2)()(   sx  

对于D个独立源，上式又可写成： 

IPR n
m

m

H

mm

2
D

1

)()(   


vvx  

其中  )()()( 1 DV  vv  ， mP 为第m个信号源的功率。 
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将具有上述结构的 xR 代入 CRB 公式中，可得： 

CRB 
1

2

2
)(

)()(
Re

21ˆ
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其中 )())()()(( 1  HH
N VVVVIP  ， )(O 表示高阶无穷小。 

当存在多个信号源时，我们不仅关心信号 DOA 估计的偏差和方差，还很关心能否分辨两

个信号源的 DOA——分辨力。 

显然，能否分辨两源与估计的偏差和方差大小有关。若两个源的入射角相差较大，则分

辨是显而易见的，因此我们要讨论它们靠得多近才能分辨清楚。 

若 )(ˆ D 为零谱，定义当满足下述条件时为分辨界限： 

   ˆ ˆ( ) ( ) 1 2j mE D E D j  ， ，，   式中 )sin(sinsin 212
1  m 或 )( 212

1  m  
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对两个等功率独立源，可得到达到分辨力界限所需的门限信噪比为： 




















  24

)2(5
11)2(20

1

N

K
N

K
SNRT  

其中 )sin)(sin(
3

1
12 






d
N 。 

从上式可见，越小，要分辨两个信号源所要求的信噪比也越高。 

一般情况下，要得到上述 DOA 估计性能的解析式极为困难，故往往通过 Monte-Carlo 实

验来分析以上性能。 
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时时空空信信号号处处理理试试题题  

考虑一个由 10 个阵元组成的均匀线阵。设两个窄带不相关信号的到达角度分别为 1 和 2 。

试通过 Monte-Carlo 实验，在以下情况下分析各种 DOA 估计算法的性能。 

1． 01  、 15.02  且 SNR=0dB、10dB、20dB 时，Bartlett 波束形成器算法、Capon 算法、

MUSIC 算法和根 MUSIC 算法的瞬态性能； 

2． 01  、 15.02  且 K=100 时，上述算法随 SNR 变化的规律。 

3．K=100 且 SNR=0dB、10dB、20dB 时，上述算法随 dB3/ 变化的规律，其中 12   ，

01  。 

 


