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第第二二章章    最最优优波波束束形形成成  

§§22..11 引引言言  

 空间滤波： 

定向天线 

波束形成器：采用传感器阵（即空间采样离散）时所产生的空间滤波器 

 时间滤波与波束形成器： 

FIR 滤波器：对时域采样时间序列进行线性组合。 

波束形成器：对空间采样时间序列进行线性组合；得到一个标量输出时间序列—阵阵列列响响应应。 

 根据线性组合加权系数的选择方法，波束形成器可分为： 

确定性波束形成器： 
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目标是使波束指向处阵列响应为 1，其它方向阵列响应为 0。 

权系数的幅度是根据期望的天线方向图或其特性预先设计的，用于控制方向图的形

状；权系数的相位可以根据期望信号来向实时调整。 

需需要要单单路路射射频频发发射射或或接接收收链链路路。。  

统计最优波束形成器：     

目标是使波束形成器的输出中包含尽可能少的噪声及期望信号方向以外的信号。 

权系数是根据阵列接收数据的统计特性，按照使阵列响应最优而选择的。 

对对单单元元域域波波束束形形成成需需要要N路路射射频频发发射射或或接接收收链链路路。。  

有限制的统计最优波束形成器： 

将确定性波束形成器设计技术用于统计最优波束形成的设计中。 

如线性限制最小方差波束形成中的约束设计。 

对对单单元元域域波波束束形形成成需需要要 MN  路路发发射射或或接接收收机机，，M 为为所所加加的的线线性性限限制制的的个个数数。。  
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§§22..22 时时空空信信号号模模型型  

一、 快拍(Snapshot)模型 

1． 频域快拍模型 —— 频域实现波束成形 

 

设阵列在观测时间 ],0[ T 内接收到的信号 )(tx 是宽宽带带随随机机信信号号，，带带宽宽为为 sB 。。为了进行窄带阵

列信号处理，把 )(tx 在频域上分成若干个频段  MBs ,使使这这些些频频段段满满足足窄窄带带条条件件。 
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第一个处理器用于产生M个复向量进行波束成形，这些复向量被称为频域快拍。 

为了生成频域快拍，把整个观测间隔T分为K个长度为 T 的时间间隔： 

Tt 0 ，  TktTk  )1( ， TKtTK  )1(  

其中 T 远远大于信号在阵列上传播的最大时延 cLmax , T /2 ，   1 TBM s 。 

由由于于 maxT ，，因因此此 max/2   ，， max/2  为为阵阵列列滤滤波波器器的的带带宽宽    可可见见 T 的的选选择择是是

为为了了保保证证在在各各频频段段上上的的信信号号为为窄窄带带信信号号。。  

设M为奇数，对于阵列接收信号 )(tx 在这些时间间隔 T 上进行如下的积分，可得到由在频

率   mcm 处的傅里叶级数组成的复向量： 

KkMMmdtet
T

k Tk
Tk

tmwj
mT

c ,,1,
2

1,,0,,
2

1,)(1),( )1(
)(  





 







 xX  

即为频域快拍。 

 频域快拍的协方差矩阵为： 
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  

 


 

 

     

   



 
  

X

x
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       nnmnncnnT
SmSmmS

T
)()( ),( lim  XXX   

—维纳-辛钦定理（ 16 TBs 时近似成立） 

 若若信信号号 )(tx 为为实实高高斯斯随随机机过过程程向向量量，则可以证明（见[3]pp343）, 在不同频率段 m 和不同

时间间隔k上的频域快拍 ),( kmT X 为联联合合循循环环复复高高斯斯向向量量，即： 

         ),(),(),(Re),(Re kIMkIMEkkE m
T
TmTm

T
TmT    XXXX ； 

     0),(),(Re  kIMkE m
T
TmT  XX  

也可以证明，不同的频点m和/或时间间隔k上的频域快拍统计独立。 

此时，若进一步有 16 TBs ，则： 

  )(),(),(),( mm
T
TmTm SkkEkS

T
 XX XX  

——与时间无关 
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若有一个平面波期望信号和 1D 个平面波干扰信号，则阵列接收信号的频域快拍为： 

),(),(),(),(),(),(
1

1
,, kNkFkFk mT

D

i
mTiimmTssmmT  




   kvkvX  

KkMMm ,,1,
2

1,,0,,
2

1
 


  

定义 DN  维阵簇矩阵： 

 ),(),(),(),( 11  DmmsmmV kvkvkvk    

以及辐射源信号（确定性信号或随机过程）的频域快拍向量： 

 TmDTmTmsTmT kFkFkFk ),(),(),(),( 1,1,,    F  

则阵列接收信号的频域快拍向量可表示为： 

),(),(),(),( kkVk mTmTmmT    NFkX  

其空间谱矩阵为（为简化表达，省略频率和波数）： 

nfx SVSVS H   
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2． 时域快拍模型—— 时域实现波束成形 

考虑单个窄窄带带平平面面波波信信号号。设在阵列原点处接收的信号为带宽为 sB 的实带通信号： 

 tj cetftf )(~Re2)(   

则在第n个阵元的信号为：             )()(~Re2)()( nc tj
nnn etftftf    

窄带假设意味着 )(~)(~
nn tftf  ，因此：  tjj

n
cnc eetftf  )(~Re2)(  

各传感器单元正交解调器输出为： 

1,,0,)(~)(~   Nnetftf ncj
n      )()(~)(~ kvf tft   

故阵列接收信号为：   )()()(~)(~ ttft nkvx   

对 )(~ tx 以 sB/1 进行采样,即可得到阵列接收信号的时域快拍模型： 

Kkkkfk ,,2,1),()()(~)(~  nkvx  

对于一个平面波期望信号和 1D 个平面波干扰信号，上述时域快拍模型可推广为： 

)()(()(~ kkVk nk)fx     其空间相关矩阵为： nfx RVRVR H   
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二、 时空随机过程 

设时空信号 ),( ptf 是一个零均值复随机过程，则可定义时空协方差为： 

  ),(),(),:,( 22
*

112121 pppp tftfEttK f   

 若 ),( ptf 为时空平稳随机过程，则： 

 21212121 ,),:(),:,( pppppp  ttKttK ff   

 定义时频谱-空间相关函数： 

   deKS j
ff 




 ):():( pp  

 以及时间相关-空间波数谱为： 

    










   ppppk pkpk deKdeKF

TT

N
j

f
j

ff ):():():( space ldimentiona 3   

 对时空协方差进行二维复氏变换，可得频率-波数谱： 
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deSdeS
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j
f

f

   

   
































 

 ):(

):(    ):(

):(

)(

space ldimentiona 3

pp

pppp

k

pk

pkpk  

 频率-波数谱的性质与标量过程的频谱类似。 

特特例例 11：：对于平面波信号，上述空时信号具有如下形式： 

 )()(),( kvpap 







 F
c

tftf
T

，其中 )(tf 是频谱为 )(fS 的零均值平稳随机过程。 

 则时空相关函数为： 

 






 


c
KK

T

ff
pap  ):(  

 三维空间上的时频谱-空间相关函数为： 

 
 pa

pp










  

T

c
j

f
j

ff eSdeKS


  )():():(3  
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 三维空间上的频率-波数谱为： 

 
)()()()()()(

):(  ):(

zzyyxxff

j
ff

a
c

ka
c

ka
c

kS
c

S

deSP
T







   













ak

ppk pk

 

 可见单个平面波信号的频率-波数谱为函数，这对应于时间-频率域的单频信号。 

 利用时频谱-空间相关函数和频率-波数谱可以对空间扩展源信号进行描述。 

特特例例 22：：考虑一个N个单元的均匀线阵，假设空间扩展信号为单频窄带信号，其来向以阵列

法向为中心，在u域内均匀扩展，即其频率-波数谱为： 

 










elsewhere

uu
uuP
s

f

,0
2

||,):(
2

  

 则其时频谱-空间相关函数为： 

 



  

 




  

 2
 )(sinc):(  )]:([ 22/

2/
)(

2 umndue
u

dePpS s
u

u
umnjsj

fnmf

T  pk pk  
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特特例例 33：：考虑一个N个单元的均匀线阵，假设平面波信号为带限窄带信号，其频谱在 sB 内为

常数，即信号频谱为： 

 







elsewhere

Bff
BfS

s
c

s

s

f

,0
2

||,)(

2
 

 则其时频谱-空间相关函数为： 

  

















 




























c

ss
s

Bf
Bf

NmjNnj

s

s

jjBf
Bf f

j

j
fnmf

f
uB

mndfee
B

dfdeefSdetftfE

deKpS

sc

sc

sc

sc

2
 

)(sinc

)(),(),(

):()]:([

22/
2/

)
2

1()
2

1(2

2/
2/22

*
11
















pp

p

  

 可见当  ufuB css / 时，单单频频窄窄带带空空间间扩扩展展信信号号与带带限限窄窄带带平平面面波波信信号号的时频谱-空间相

关函数具有相同的表达式。这这种种在在空空间间扩扩展展和和频频率率扩扩展展上上的的对对偶偶性性只只对对线线阵阵成成立立。。  
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三三、、特特征征值值的的物物理理意意义义  

        复复习习：：随随机机过过程程 ( )x t 的的 KK--LL 展展开开  

 默塞尔定理 — ( )x t 的协方差函数 ),( utKx 可展开为： 

 

j 为 ),( utKx 的特征值， ( )j u 为其对应的特征函数。  

比比较较：：随随机机过过程程 ( )x t 的的均均方方收收敛敛级级数数展展开开(( : 级数展开表示式的误差均方值趋于 0))  

  

 当 0][  ii xEm 时， iixE ][ 2
，即特征值表示 r.p.沿坐标函数 )(ti 的能量均值。 

 对于平稳 r.p.，当用无限区域代替有限区间时，特征函数 与特征值 的关系由下述

积分方程描述： 
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当特征函数是 时，特征值是特定 处的功率谱密度： 

 

考虑频域快拍模型，假设 ),( kmX 为统计独立复高斯随机向量序列，其空间谱矩阵为

)( mS x 。 

类似于对标量随机变量进行的卡亨南—洛维展开，也可以对随机向量进行正交展开： 





N

i
iim xk

1
),( ΦX   

其中 iΦ 为正交矢量： Njiijj
H
i ,,1,,  ΦΦ ；展开系数 Njikx m

H
ii ,,1,,),(  XΦ ；同

时， iΦ 要使得 ijiji xxE  ][ ，即： NjiS ijijm
H
i ,,1,,)(   ΦΦ x  

 上式也可写为： NjiS imii ,,1,,)(  ΦΦ x    ——  特征分解问题 
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例 考虑N个阵源构成的阵列，有两个波数分别为 1k 和 2k 的入射平面波信号，其频域快拍为

)(1 F 和 )(2 F ，阵簇矢量分别为 )( 1kv 和 )( 2kv ，阵簇矩阵为  )()( 21 kvkvV ，谱矩阵为： 











221

121

SS
SS

Sf  

阵列接收频域快拍的谱矩阵为： 

HVSVS  fx  

对谱矩阵进行特征分解，可得： 

HN

i

H
iii UUS  

1
ΦΦx   

其中  NU ΦΦΦ 21 为 NN  维特征矢量矩阵，各特征矢量 Njiijj
H
i ,,1,,  ΦΦ , 

 Ndiag  21 为由特征值组成的对角阵。 

 为了求解特征值，需要求解下面的矩阵方程：   0det  xSI  
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 在本例中，可得到非零特征值为： 

   
  


























 

 212*
2121

2212
21

12*
21212,1

Re2

)1(14
11Re2

2
1

c

c

c
BSSSS

BSS
BSSSSN




  

其中
21

12

SS
S

 为信号的时间相关，
N

BB nm
H

mnc
mn
c

)()():( kvkvkk  为信号的空间相关。 

若两个信号时间不相关，则非零特征值为： 

 
 


























 

 2
21

212
21

212,1

14
11

2
1

SS

BSS
SSN

c
  

若两个信号等功率且时间不相关，则特征值为： 

 ||1 12
12,1 cBSN   
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若两个信号等功率且时间不相关，则对应的归一化特征向量为： 

 12
2

)(
1

2,1
12

)()(
12

c

Bj

BN

e c






 kvkv 

 

      N个个特特征征向向量量构构成成了了阵阵列列接接收收信信号号空空间间的的N个个正正交交基基。。  

    两两个个阵阵簇簇矢矢量量定定义义了了一一个个两两维维子子空空间间，，包包含含了了所所有有的的信信号号能能量量——  被被称称为为信信号号子子空空间间，，其其

中中每每一一个个特特征征向向量量都都可可以以由由阵阵簇簇矢矢量量的的线线性性组组合合构构成成。。      

特特例例：：  

012 cB  1 和 2 是对阵簇矢量 )( 1kv 和 )( 2kv 的 45 旋转，且 21   。  
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图 1([3]Fig. 5.10) 两个等功率时间不相关信号的归一化特征值 ~ NNBWu /  
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四四、、方方向向性性与与阵阵列列增增益益  

定义功率方向图：     2
, : ,P B     ，则方向性为： 

 
   

  






0
2
04

1 ,sin
,

Pdd
P

D TT  

在发射阵列中，D表示最大辐射强度除以平均辐射强度（（类类似似的的概概念念：：天天线线方方向向性性——单单位位

立立体体角角中中的的辐辐射射功功率率//单单位位立立体体角角中中的的平平均均辐辐射射功功率率；；天天线线增增益益——单单位位立立体体角角中中的的辐辐射射功功率率//

输输入入功功率率））。。  

在接收阵列中，D可以视为针对各向同性空间噪声的阵列增益。 see later 

不失一般地，假设  TT ,φθP =1，则方向性可简化为： 

 
1

0

2

0
,sin

4
1 







   

 



PddD  

对于线阵，方向性可进一步简化为： 
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   
1

1

1

2
1

0

2

2
1sin

2
1 



















  duuBdBD u

   

考虑均匀线阵的天线方向图与加权函数的关系： 










 








0,)(

1

0

cos2
*cos2

2
1

N

n

djn
n

dNj
eeB  

若 λ.d 50 ，则用加权函数表示的方向性为： 

   
1 1

( )*

0 0

sinc sinc ( )T

N N
j m n uH

s s m n
n m

D w w e n m 
 



 

    
 
w w

 

根据 sinc 函数的特点  m=n时为 1，否则为 0，故： 

    12
11

0

2 2 













  wwwH
N

n
nwD  

对于均均匀匀加加权权均均匀匀线线阵阵，可以计算出：





1

0

2 1N

n
n N
w 。所以： 

ND   根据施瓦兹不等式可以证明： ND  对对于于空空间间不不相相关关噪噪声声，，均均匀匀加加权权最最优优！！ 
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在接收阵列中D的解释：针对各向同性空间噪声的阵列增益—— 

对于平面波信号  tf ，传感器阵列的第n个单元接收的信号为： 

)()()( tntftx nnn    

其中  tnn 为第n个单元的接收机热噪声，假设各传感器单元上的噪声不相关，即为空间白噪声。 

在每个传感器单元上，在频率处的输入信号功率谱与噪声功率谱之比为： 

 
假设传感器单元上接收的信号为宽平稳随机过程，则经过阵列加权后波束形成器的输出

信号    tty Hxw 的功率谱为： 

( ) ( )H
yS   xw S w  

若不考虑接收机热噪声，则传感器单元接收信号的功率谱为： 

( ) ( ) ( ) ( )H
fS f k s k sS v k v k  

所以，源信号经过无失真波束形成器（ 1)( s
H kvW ）后输出信号的功率谱为： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
s

H H
y f fS S S   k s k sw v k v k w  

接收机热噪声经过波束形成器后输出信号的功率谱为： 

( ) ( )
n

H
yS   nw S w  

由于阵列的接收噪声为空间白噪声，所以： 

( ) ( )nS nS I  

故：

1
2 2

0
( ) ( ) ( )

n

N

y n n n
n

S S w S  




 w  

则在频率处波束形成器的输出信号功率谱与噪声功率谱之比为： 

21
0

( )1( )
( )
f

o N
nn n

S
SNR

Sw








  

即阵阵列列增增益益——波束形成器的输出信噪比与单个传感器输入信噪比之比为： 

2
21

0

( ) 1
( )

o
N

in n n

SNRA
SNR w









  


w  
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§§22..33  最最佳佳波波束束形形成成器器  

最佳波束形成器的目的是估计信号波形——波形估计问题。 

在下面的各节中，我们考虑前面介绍的频频域域快快拍拍模模型型——  复复习习：： 

假设阵列处理器的输入是统计独立的循环复高斯随机矢量： 

KkMMmkmT ,,1,
2

1,,
2

1,),(  


 X 。 

由于不同频率段的频域快拍 ),( 1 kmT X 与 ),( 2 kmT X 是统计独立的，此时每个频段的窄

带波束形成器是解耦的，故 ),(),( kk TmT    XX 。 

本章假设阵列处理器输入信号的空间谱 )(XS 或空间相关函数 )(xR 、或者 )(nS 已知，且

对每个快拍都是相同的，故 )(),(  TT k   XX 。 

当满足 16 TBs 时，进一步有 )()(  XX T 。 

考虑N个单元组成的阵列，其输入为空时随机过程 ),( ptx ，则在没有传感器噪声时，阵列

的输出为： 
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
















 ),(

),(
),(

1

0

Ntx

tx
tx

p

p
p  ，窄带特性  )()()(   XedtetxX njtj

nn   


  

其中 ip 表示第i个单元的位置。 

 当 16 TBs 时，维纳-辛钦定理近似成立，则频域快拍的协方差函数为： 

   )(),(),(),( mm
T
TmTm SkkEkS

T
 XX XX  

 独立频域快拍 )(XS  

 即为空时随机过程 ),( ptx 的空间谱矩阵。空间谱矩阵的第ij个元素为： 

   ):()( jixij SS ppx     平面波信号三维空间,
 pa

pp










  

T

c
j

f
j

ff eSdeKS


  )():():(3  

其中 ):( jixS pp  为时频谱-空间相关函数。 

在后面的讨论中，当采用频频域域快快拍拍模模型型得到最优波束形成器时将利用空空间间谱谱矩矩阵阵

)(XS 。若采用时时域域快快拍拍模模型型得到最优波束形成器，我们将利用空空间间相相关关矩矩阵阵
)():()(  Xx p SKR f   复氏变换 。 
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一一、、最小方差/功率无失真波束形成器（MVDR/MPDR） 

假设期望信号是未未知知的的单单个个平平面面波波信信号号，波数为 sk ，则信号加噪声的频域快拍为： 

)():()()(  NkvX  sF  

其中 )(F 是源信号的频域快拍， ):( skv  是波数为 sk 的平面波信号的阵簇矢量， )(N 为具有

空间谱矩阵 )(nS 的零均值随机矢量。 

1．最小方差无失真 (MVDR：Minimum Variance Distortionless  Response) 波束形成器 

若期望信号及其统计特性均未知，则一种接收性能良好的波束形成器，是在保证信号无失

真传输的情况下使输出噪声方差或输出噪声功率最小。假假设设已已知知 ):( skv  及 )(nS 。 

信号无失真意味着在没有噪声时，阵列处理器的输出 )()()()(  FY H  Xw 。即满足

1),()( s
H kvw  。 

在有噪声的情况下，最小方差无失真波束形成器使阵列处理器输出 )()()(  nYFY  的

方差最小，即使   )()()(|)(| 2  ww nSYE H
n  最小。 



第二章  最优波束形成  

 

25

MVDR 波束形成器的最优准则为： 

  1),()(..,)( )()(min)(min  s
HH tsSYVar kvwww nww

  

其中  )()()(  HES NNn  。   

利用拉格朗日乘子方法求解上述限制最优化问题，有： 

     011w *  wvvwww n
HHHH S 

 
),()(),()( 1
ssMVDR S kvkw n     

其中 
),()(),(

1)( 1
ss

H S kvkv n 



  。 

实际上，上述目标函数也等价于最小方差无偏估计准则。即 )()}({  FYE  。此等式也意

味着无失真条件 1),()( s
H kvw  。 

若进一步假设噪声 )(N 为具有谱矩阵 )(nS 的零均值循环复高斯随机矢量，则可以得到似

然函数为： 

   ),()()()(),()()()( 1*
ss

HH FSFL kvXkvX n     
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令 0)(/)( *   FL ，则期望信号的极大似然估计为： 

),()(),(
)()(),()(ˆ

1

1

ss
H

s
H

S
S

kvkv
XkvF

n

n







 



 

此式等于 MVDR 处理器的输出。可见：MMVVDDRR 处处理理器器最最小小方方差差无无偏偏估估计计极极大大似似然然估估计计 

2．最小功率无失真 (MPDR：Minimum Power Distortionless  Response) 波束形成器 

 假假设设已已知知空空间间谱谱矩矩阵阵   )(xS ，，以以及及波波数数为为 mk 的的平平面面波波信信号号的的阵阵簇簇矢矢量量——定向矢量

),( mkv  。最小功率无失真波束形成器在对波数为 mk 的平面波信号完全匹配的约束下使阵列

输出 )()()(  XwHY  的总功率最小，即使   )()()(|)(| 2  ww xSYE H 最小。 

MPDR 波束形成器的最优准则为： 

1),()(..,)( )()(min m
HH tsS kvwww xw

  

同样利用拉格朗日乘子方法可得最小功率无失真波束形成器的权系数为： 
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),()(),()( 1
msMPDR S kvkw x    ， 其中 

),()(),(
1)( 1

mm
H S kvkv x 




  。 

若 ),(),( sm kvkv   ，则不难证明 MVDRMPDR ww  。 

二、最小均方误差波束形成器 

假设期望信号是单个平面波随机信号，波数为 sk ，则信号加噪声的频域快拍为： 

)():()()(  NkvX  sF  

其中 )(F 是源信号的频域快拍，为零均值方差为 )(fS 的随机变量， ):( skv  是波数为 sk 的

平面波信号的阵簇矢量， )(N 为具有谱矩阵 )(nS 的零均值随机矢量，假假设设每个传感器上的噪

声具有同样的统计特性。信号与噪声不相关。 

)(X 的谱矩阵为： 

)():():()()(  nx kvkv SSS s
H

sf    

对对于于窄窄带带信信号号，，上上述述频频域域快快拍拍模模型型亦亦可可以以用用其其时时域域快快拍拍模模型型 )()()()( ttft s nkvx  表示，波

束形成器的输出响应为： 
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)()( tty H xw   

在许多应用场合知道 )(tf 的很多特征，可以构造/生成一个与 )(tf 足够相似、或至少与 )(tf

相关到一定程度的信号 )(td —— 作为参参考考信信号号，，来表示期望信号 )(tf 。 

假假设设已已知知期期望望的的响响应应 )(td ，则我们可以设计一个波束形成器，使其输出与参考信号响应

之间的均方误差最小，此即最小均方误差波束形成器。 

   




   22 )()(min)(min ttdEteE H xw

ww  

而       www xx RRtdEteE H
d

H  2)()( 22  

其中    )()(,)()( ttERttdER H
d xxx xx    。 

求对上式的梯度，并令之为 0， 有 

   022)( H2  xxw
w RRteE HH d

 
1H

MSE
 xx

w RR Hd
    —— 此即维纳-霍夫方程的解 
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若 )()( tdtf  ，则： 

    H
s

H
d

tdEttdER H vx
x

)()()( 2   

     HH
ss

H ERRtdEttER nnvvxx nnx  ,)()()( 2  

 
1

2
1

)(1
1 


 n

x vvx R
RtdE

R
s

H
s

 

此时最小均方误差波束形成器的权系数向量为： 
1H

MMSE
 nvw RH

s ,               

其中   
 sH

s RtdE
tdE

vv n
12

2

)(1
)(


  。 

从频域快拍模型不难得出相应的频域形式权系数为： 

s

f

f
MMSE S

IΛS

S
vw n 


 1

，  其中 s
H
s S vv n

11    
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三、最最大大信信干干比比波波束束形形成成器器  

设传感器阵接收的数据是宽平稳的，窄带期望信号与干扰不相关。 

假设已知信号和噪声的二阶统计量： 

 HER fff  ，    HER nnn   

传感器阵输出为： 





N

n
nn

H xwtty
1

)()( xw  

则输出信号功率可以写为： 

  wwfw fRE HH
s  22 ||  

输出干扰功率为： 

  wwnw nRE HH
n  22 ||  

则输出信号干扰比为： 
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ww
ww

n

f

R
RSIR H

H

n

s  2

2


  

这种波束形成器的最优准则为： 

ww
ww

n

f
w R

R
H

H
max  

令 0
wd

dSIR
，有： 

w
ww
www n

n

f
f  R

R
RR H

H
  w

ww
www

n

f
fn  

R
RRR H

H
1  

从上式中求解w是个广义特征值问题。对称矩阵 fn RR 1 的最大特征值即为最大的 SIR，即： 

wwfn 
max

1 RR  

而与 max 相对应的特征向量即为使 SIR 最大的最优权系数： 

SIRSIR RSIRR ww nf   
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这种波束形成器的优点是其输出确实保证 SIR 最大，但必须已知信号和噪声/干扰的二阶统

计特性，且在求解权系数时需求解广义特征值问题。 

对于单个平面波期望信号，由于   H
sstfER vvf )(2 ，有： 

sSIR R vw n  1 ；其中
 

SIR
H
sSIR

tfE wv
)(2

 。 

四、离离散散干干扰扰源源下下的的最最优优波波束束形形成成器器  

假设期望信号是未知的单个平面波信号，波数为 sk ，考虑一个平面波干扰信号源，波数为

1k ，则信号加干扰和噪声的频域快拍为： 

)():()():()()( 11  NkvkvX  Ms FF  

其中 )(F 和 )(1 MF 分别是期望源信号和干扰信号的频域快拍， ):( skv  和 ):( 1kv  分别是平

面波期望信号和干扰信号的阵簇矢量， )(N 为零均值随机矢量，每个随机变量为方差为 2
w 的

白噪声。 

 下面以 MVDR 波束形成器为例，分析在有一个平面波干扰信号源时的最优波束形成器。 
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MMVVDDRR 准准则则：：信信号号无无失失真真，，干干扰扰与与噪噪声声对对滤滤波波器器输输出出影影响响最最小小。。  

干扰与噪声谱矩阵为： 
H

w
H

w MSMS 111
2

111
2 ):():()()( vvIkvkvI nn    

其中 )(1 M 为干扰信号的功率谱（以下略去频率、信号和噪声谱亦然）。 

由矩阵求逆引理，可得： 











 H

ww NM
MS 11

1
2

1
2

1 vvI1
n 

 

因此可得 MVDR 波束形成器的权值为： 














 H

w

H
s

w

H
MVDR NM

M
11

1
2

1
2 vvIvw


 

定义
N

H
s

s
1

1
vv

 为期望信号与干扰信号之间的空间相关系数，注意 ):( 11 scs B kk 为指向

信号波数 sk 的传统天线方向图在干扰波数 1k 处的值。则上述最优权值为： 
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













NNM

NM
N

N H

w
s

H
s

w

H
MVDR

1

1
2

1
12

vvw





 

其中归一化系数为

1

1
2

12
12 ||1























NM
NMN

w
s

w 



。 

 可见最优权值由两部分组成，分别对应于期望信号和干扰信号——为指向期望信号和干扰

信号的传统波束形成器。 

令 fSM 1 ， In
2
wS  ， 1vv s ，则根据

1H
MMSE




 nvw S
S

S H
s

f

f  及 s
H
s S vv n

11    

有： 1 21 1 1 1 1
12 2 2 2

1 1

    
H H

H
MSE w

w w w w

NM NM
NM NM


   

       
 

v v vw v  

即 H
MVDRW 中括号中的第二项 H

w
s NM

NM
1

1
2

1
1 v


 是干扰信号的最小均方误差估计与期望信号和干

扰信号的空间相关之间的乘积，可见在有单个平面波干扰时，MVDR 波束形成器是指指向向期期望望

信信号号的的传传统统波波束束形形成成器器减减去去干干扰扰信信号号的的最最小小均均方方误误差差估估计计与与空空间间相相关关的的乘乘积积    GGSSCC 原原理理！！ 
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若信号与干扰能量相等，且远大于噪声能量， 2
1 wfNSNM  ，则 MVDR 波束形成器为： 

   






 I

H
s

w

HHH
s

w

H
MVDR PvvvvvIvw 21

1
1112 

 

其中 
IP 为投影到与干扰空间正交的子空间的投影矩阵。此时波束形成器在干扰信号方向产生

一个零陷。 

 此时的阵列增益（注注意意与与天天线线方方向向性性 DD 的的区区别别）—波束形成器的输输出出信信干干比比//输输入入信信干干比比为： 

 




















1
2

12
12

1 ||11
NM

NMMN
S
S

S
S

A
w

s
wn

f

y

y
MVDR

n

s





 

 由于 INRNMN
w

2
1


很大，故上述阵列增益可近似为： 

  2
12

1 ||11 s
w

MVDR
MNA 










  

 可见，只要 1|| 1 s ，对于很大的干扰，阵列增益可达到很大的值。若 1|| 1 s ，则不难导出

阵列增益为： 
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











INRN
INRNAMVDR 1

1 1  INR  

从以上的分析可见，当 INR较大时，最佳波束形成器在干扰信号方向形成凹口(部分零陷)；

当 INR 时，最佳波束形成器将在干扰信号方向形成理想零陷。当干扰方向在主瓣之外时，

天线方向图的形状比较理想，可以得到很大的阵列增益；但当干扰方向在主瓣之内时，主瓣

将偏移、旁瓣升高，引起阵列增益的降低。极限情况下，干扰与信号方向相同， 1|| 1 s ，此

时阵列没有增益。可见主瓣干扰是一个非常难以解决的问题。 

以上结论也适用于多个离散平面波干扰信号源。此时信号加干扰和噪声的频域快拍为： 

)():()():()()(
1

1  NkvkvX  


D

i
Mis FF  

定义 DN  维干扰源阵簇矩阵： 

 )(||)(|)( 21 DIV kvkvkv   

则可导出 MVDR 波束形成器的权系数为： 
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


























H
I

w

I
I

H
I

w

I
s

H
s

w

H
MVDR VSVVS

N
N

2

1

212 
Iρvw  

其中归一化系数为

1

2

1

22 1



































 H

sI
w

I
I

H
I

w

I
sI

w

NSVVSN ρIρ


，
N
VI

H
s

sI
vρ  为空间相关矩阵，

其第i个分量  ):( sic
i

H
s

isI B
N

kkvvρ  。 

同样  ):( ijcj
H
iijI

H
I BVV kkvv  ，可见所有的空间关系均可用传统的天线方向图表示。 

五、多个平面波信号源的最优波束形成器 

考虑D个平面波信号源，信号加噪声的频域快拍为： 

)()():()(  NFkX  sV  

其中  )(||)():( 1 Dss VV kvkvk   为 DN  维阵簇矩阵，  TDFF )()()( 1  F 为

未知非随机信号矢量的复利叶变换。 



第二章  最优波束形成  

 

38

我们仍然以 MVDR 准则为例，分析多个平面波信号源的最优波束形成器。 

此时波束形成器为 ND 维无失真矩阵处理器： 

 

















)(

)(
)(

1






H
D

H

H

w

w
W   

无失真条件意味着： 

11 FVs
H  Fw ， 

…… ， 

Ds
H
D FV  Fw  

即： 1111 FFH  vw ， 0221  FH vw …… ， 01  DD
H Fvw  

 或： 111  vwH ， 021  vwH …… ， 01  D
H vw  

 可见无失真条件要求对每一个波束形成器都有： 

 ijj
H
i  vw ， Dji ,,1,   
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可见，第i个波束形成器对于第i个信号是无失真的，而对其他 1D 个信号产生 1D 个理想

零陷。 

此时可得最佳 MVDR 波束形成器为： 

  111  nn VVVW SS HHH
do  

六、几种最优波束形成器的比较 

   三三三种种种（（（SSSIIIRRR、、、MMMVVVDDDRRR 及及及 MMMMMMSSSEEE）））波波波束束束形形形成成成器器器的的的权权权矢矢矢量量量：：：   

sSIR R vw n  1 ，  其中   
SIR

H
sSIR

tfE wv
)(2

 。 

sMVDR R vw n  1 ，   其中  
s

H Rs vv n 
 1

1
。 

sMMSE R vw n  1
， 其中   

 sH
s RtdE
tdE

vv n
12

2

)(1
)(


  。 

可见除了标量的值不同，上面三种 optw 具有相同的形式。 
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sMVDR N
IR vwn

1
  

即当干扰为空间白噪声时，传统波束形成器（即空间匹配滤波器或空间低通滤波器）为最

佳 MVDR 波束形成器。 

   三三三种种种（（（SSSIIIRRR、、、MMMVVVDDDRRR 及及及 MMMMMMSSSEEE）））波波波束束束形形形成成成器器器的的的性性性能能能：：：   

因为： s
HH

ss
HH

s
H RRRRR vvvvww nnnnn   212  

故有：   s
H
ss

HH
ss

HH
s

H RRtfERRRR vvvvvvww nnnfnf   12212 )(  

所以： 

      s
H
s

s
H
s

s
H
ss

H
s

H

H
RtfE

R
RRtfE

R
RSIR vv

vv
vvvv

ww
ww

n
n

nn

n

f 








 



12

12

1122
)()(  

可可见见，，上上述述各各最最优优准准则则得得到到的的输输出出与与无无关关，，即即 SSIIRR 均均相相同同。。  

各准则中的标量分别为： 

  
SIR
tdE

MSE 


1
)(2

,   
opt

H
sSIR SIR

tfE wv 
)(2

,     
SIRs

H
optMVDR SIR

tfE
SIR
tfE

 vw)()( 22
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   三三三种种种波波波束束束形形形成成成器器器需需需要要要的的的先先先验验验信信信息息息：：：   

   MMSE 波束形成器： 需要时间参考信号 d(t) 

xxw dMSE RR 1 ，    其中    )()(,)()( ttERttdER H
d xxx xx    。 

   MVDR 波束形成器： 需要空间参考信号 sv  

sMVDR R vw n  1 ， 其中 
s

H
s R vv n 

 1

1  。 

   SIR 波束形成器：   需要已知信号和噪声/干扰的二阶统计特性 

sSIR R vw n  1 ，    SIRSIR RSIRR ww nf  ，其中   
SIR

H
sSIR

tsE wv
)(2

 。 

  最最优优波波束束形形成成与与经经典典波波束束形形成成的的关关系系::  

sMVDR R vw n  1 ， 其中 
s

H
s R vv n 

 1
1

。 

sNMVDRIR vwn
1 ，即当干扰为空间白噪声时，传统波束形成器（即空间匹配滤波

器或空间带通滤波器。）为最佳 MVDR 波束形成器。 
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例 1：考虑一个 10 单元的均匀线阵，
2


d ， 两个入射平面波。考虑以下不同情况。 

  一个期望信号（到达方向 0
0 0 ）、一个为干扰信号（到达方向为 1 ） 

1) 比比较较不不同同波波束束形形成成器器的的性性能能：：当 11  、 5 、 15 ，且 SNR=20dB，INR=10dB 时，最大

SIR、MSE 及 MVDR 波束形成器的天线方向图如下面各图所示。 

 
       0

1 1                 0
1 5                   0

1 15  
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2) MMVVDDRR，，分分析析阵阵元元数数 NN 对对方方向向图图的的影影响响：： 011  ，SNR=20dB，INR=20dB， 
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3) MMVVDDRR，，分分析析干干扰扰到到达达方方向向对对方方向向图图的的影影响响：：N＝10，SNR=20dB，INR=20dB  
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4) MMVVDDRR，，分分析析干干扰扰功功率率对对方方向向图图的的影影响响：：N＝10，SNR=20dB， 1 25   

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
-80

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

Direction of arrival

B
ea

m
 p

at
te

rn
(d

B
)

s1=0,  s2=25

SNR=20dB,INR=10dB

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

Direction of arrival

B
ea

m
 p

at
te

rn
(d

B
)

s1=0,  s2=25

SNR=20dB,INR=40dB

 

INR＝10dB                                INR＝40dB 

 

 



第二章  最优波束形成  

 

46

 两个期望信号（到达方向分别为 0
s1 0 和 s2 ）、MVDR 波束形成器 

1) 分分析析阵阵元元数数 NN 对对方方向向图图的的影影响响：：SNR1=SNR2=20dB， 12 ss    

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
-80

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

Direction of arrival

B
ea

m
 p

at
te

rn
(d

B
)

s1=0,  s2=10

SNR=20dB

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
-90

-80

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

Direction of arrival
B

ea
m

 p
at

te
rn

(d
B

)

s1=0,  s2=10

SNR=20dB

 

N＝10，   23.1NN                   N＝40，   5.7NN  



第二章  最优波束形成  

 

47

2) 分分析析到到达达方方向向对对方方向向图图的的影影响响：：SNR1=SNR2=20dB，N=10， NN 23.1    
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3) 分分析析信信号号功功率率对对方方向向图图的的影影响响：：N=10，SNR1= 10dB，SNR2=10、20、30、40dB 
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§§22..44  失失配配条条件件下下的的 MMVVDDRR//MMPPDDRR 波波束束形形成成器器  

从上节的分析可知，理想 MVDR/MPDR 波束形成器的权值为： 

mMVDRMVDR R vw n  1  

mMPDRMPDR R vw x  1  

其中在设计最优加权值时假设期望信号的阵簇矢量为 mv ，即假设 sm vv  。 

若此假设不成立，则出现失配问题。 

从 MVDR/MPDR 波束形成器的加权值可见，造成失配有以下几个因素。 

 定向矢量失配 ),(),( sssmmm kvvkvv    

 定向矢量在频率波束域指向错误的点 

定向矢量指向错误的角度： ms aa   

模型频率与实际频率不符： ms ωω   

模型中的传播速度与实际速度不符； 

 阵列存在扰动：包括传感器增益、相位和位置误差 —— )()( dsdm kvkv   
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   由于估计数据有限使得空间谱矩阵估计不准 

nn SS ˆ  或 xx SS ˆ  

下面我们只介绍 DOA 失配对 MVDR/MPDR 波束形成器的影响，为了便于比较，也介绍

DOA 失配对传统波束形成器的影响。 

这三种波束形成器的权向量分别为： 

mc N
vw 

1
；   

m
H
m

m
MVDR S

S
vv

vw
n

n




 



1

1
；  

m
H
m

m
MPDR S

S
vv

vw
x

x




 



1

1
 

其中 ),( mm kvv  为设计波束形成器时采用的模型阵簇矢量。 

 采用频域快拍模型，阵列接收信号为： 

 )()()(  NFvX  a  

其中 ),( aa kvv  为实际阵簇矢量，可以与 mv 不同，信号 ( )F 的能量为
2
s 。 

 为了简化分析并不失一般地，假设每个传感器单元的噪声功率相同，则可以定义一个归

一化噪声谱矩阵(其中包括传感器噪声和平面波干扰源——若其存在的话)： nn ρnSS  。 
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则单个传感器输入信噪比为： 
2
s

in
n

SNR
S


  

波束形成器输出功率为： 
22 H H

O s a

s n

P S

P P

 

 
nw v w w

 

波束形成器输出信噪比为： 
22 H

s as
O H

n

PSNR
P S


 

n

w v
w w  

 阵 列 增 益 （ 波 束 形 成 器 的 输 出 信 噪 比 与 单 个 传 感 器 输 入 信 噪 比 之 比

( ) / ( )o inA SNR SNR   ）为： 

wρw

vw

n
H

a
H

A

2

  
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一、 失配时的传统波束形成器 

传统波束形成器的权向量及天线方向图为： 

mc N
vw 

1
；  )()(1)()( kvkvkvwk m

HH
cc N

B  ； 

波束形成器输出信噪比为： 

m
H
m

macs

m
H
m

a
H
ms

O S
BN

S
SNR

vv
vv

vv

vv

nn

222
22 ):(
 ； 

阵列增益为： 

m
H
m

mac
c

BN
A

vρv
vv

n

22 ):(
  

可见失配时的阵列增益与无失配时的阵列增益之比正好是阵列的功率方向图： 

2):(
)(
)(

mac
mc

ac B
A
A

vv
v
v

  
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二、 失配时的 MVDR 波束形成器 

把上述 MVDR 波束形成器的权函数带入输出功率的公式中，可得输出信号功率为： 

 12
1

1
2

2

1

1
2

22
2

1

1
222

:,cos

):(


























n
n

n

n

n

n

n

vv
vv
vv

vv
vv

vv
vv
vvvw

ρ
ρ
ρ

ρ
ρ

B
S
SP

am
m

H
m

a
H
a

s
m

H
m

a
H
m

s

mamvdrs
m

H
m

a
H
m

sa
H

ss





 

其中     aH
am

H
m

a
H
m

am vvvv
vv

vv
nn

n
n 11

21
12    :,cos 


 




 为 1
n 空间中的内积，可视为广义余弦函数。 

 输出噪声功率为： 

  11  m
H
m

H
n SSP vvww nn  

失配时的输出信噪比为： 

2

1

1

2

2
2

1

1
2

m
H
m

a
H
m

n

s

m
H
m

a
H
m

sO ρ

ρ

S

S
SNR

vv

vv

vv

vv

n

n

n

n










  



第二章  最优波束形成  

 

54

失配阵列增益为： 

 
 

   )():(

):(
):(

2

11

2
1

2

1

1
2

1

1

momamvdr

m
H
m

mamvdr
mamvdrm

H
m

m
H
m

a
H
m

m
H
m

a
H
m

mvdr

AB

ρ

B
Aρ

ρ
ρ

ρ
ρ

A

vvv

vv

vv
vvvv

vv
vv

vv
vv

n

n
n

n

n

n



 










 

a
1

aa
)28.6( )(   vvv n

  ρA H
o  为无失配理想 MVDR 波束形成器的阵列增益。 

归一化失配阵列增益只与 MVDR 波束形成器的天线方向图有关（（与与传传统统波波束束形形成成器器比比较较））：： 

2):(
)(

):(
mamvdr

mo

mamvdr B
A

A vv
v

vv
  

三、失配时的 MPDR 波束形成器 

在 MPDR 波束形成器中，谱矩阵不仅包括噪声与干扰，还包括信号。从前面对离散干扰

下 MVDR 波束形成器的分析可见，若 am vv  ，则 MPDR 最优波束形成器将把信号视为离散

干扰源而对之形成部分零陷。 
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MPDR 波束形成器的阵列增益为： 

m
H
m

a
H
m

mpdr SρS

S
A

vv

vv

xnx

x
11

21





  

空间谱矩阵为： 

nx vv ρS n
H
aas

22    

其中  CStrNn
122   ， CS 表示非白噪声分量。 

 根据矩阵求逆引理： 


























1
1

2

2

2

2
11

2
1 11

a
H
a

n

s

n

sH
aa

n
ρρIρS vvvv nnnx 






 

为了得到 MPDR 波束形成器阵列增益的分子，利用由矩阵求逆引理得到的空间谱矩阵有： 
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



































1
1

2

2

2

2
11

2
1 111

a
H
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n

s

n

s
a

H
aa

H
m

n
a

H
m ρρρS vvvvvvvv nnnx 






 

把对 av 匹配的 MPDR 波束形成器的输出信噪比表示为： 

a
1

aa
)28.6(1

2

2

)(                  vvvvv nn
   ρAρM H

opta
H
a

n

s




 

则： 

)1(1
1 2

1

2

1
1

M
ρ

M
MρS

n

a
H
m

n

a
H
m

a
H
m 














vvvvvv nn

x  

同样把由矩阵求逆引理得到谱矩阵带入到 MPDR 波束形成器阵列增益的分母中，有： 

    m
n

sH
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nn

sH
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n

H
m
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MρIρρMρIρ

SρS
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  









 
2

2

2
121

2

2
121

4 )1(
1211

n

s
m

H
mmvdr

n

s
m

H
mmvdrm

H
m

n M
MρBMρBρ








vvvvvv nnn  

考虑广义余弦函数以及如下的关系： 

   1212 :,cos1:,sin   nn vvvv ρρ amam  

则上面的分母可进一步简化为： 

  1221
24 :,sin)2(1

)1(
1  


 nn vvvv ρMMρ
M

DEN amm
H
m

n
 

故可得到 MPDR 波束形成器的阵列增益为： 

):( mampdrA vv
m

H
m

a
H
m

SρS
S

vv
vv

xnx

x
11

21





  

  
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


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 
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 
 

 
 
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   











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 
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nn
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vv
vvv

vv
vvvv

ρMM
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ρMM
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mamvdrmo

am

mamvdrm
H
m  

 上式的分子即为存在失配时 MVDR 波束形成器的阵列增益，分母反映了在逆矩阵中包含信

号时的效果。MVDR 和 MPDR 波束形成器的阵列增益之比为： 

 122 :,sin)2(1
):(
):(  nvv

vv
vv ρMM

A
A

am
mampdr

mamvdr  

从上式可见，对 av 匹配的 MPDR 波束形成器的输出信噪比M越大，上述比值也越大，意

味着当采用 MPDR 波束形成器时对信号的抑制越大；即信号越强，失配时被抑制得越厉害。

当信噪比很高时，很小的 DOA 失配都会造成性能的急剧下降。 

在在实实际际应应用用中中有有必必要要设设计计避避免免上上述述性性能能损损失失的的波波束束形形成成器器。。人人们们把把在在失失配配条条件件下下仍仍然然保保持持良良好好性性

能能的的波波束束形形成成器器称称为为鲁鲁棒棒波波束束形形成成器器，，其其设设计计目目标标是是在在失失配配时时的的性性能能至至少少不不比比传传统统波波束束形形成成器器差差。。  
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§§22..55  线线性性限限制制最最小小功功率率//方方差差波波束束形形成成器器（（LLCCMMVV//LLCCMMPP））  
在 MVDR 和 MPDR 波束形成器中，我们引入了一个线性限制： 1 m

H vw 。从上一阶的分

析可见，这种波束形成器对于环境变化的鲁棒性不好。 

下面通过引入更多的线性限制以提高波束形成器的鲁棒性。 

一、LCMV 与 LCMP 波束形成器 

传感器阵列的输出噪声方差为： 

    wwwnnw nn  RttEtyE HHH )()(|)(| 2  

线性限制最小方差（LCMV：Linearly Constrained Minimum Variance）波束形成器的加权矢

量满足： 

fwww nw
 HH CtsR ..,min  

其中C为限制矩阵，假定C满秩；f 为阵列响应矢量。 

利用拉格朗日乘子方法，可以解决上述约束条件下的最优化问题，得到最佳权矢量为： 
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  fw nn
111   CRCCR H

LCMV  

若噪声为白色（即没有平面波干扰）的，则退化为与接收数据无关的静态加权向量： 

fw 1)(  CCC H
q  

若优化准则为在上述约束条件下使传感器阵的输出功率最小，则设计的波束形成器为线性

限制最小功率（LCMP）波束形成器。其优化准则和最佳权矢量分别为： 

fwww xw
 HH CtsR ..,min  

  fw xx
111   CRCCR H

LCMP  

二、线性限制的设计 

设传感器由N个阵元组成。若有K个线性限制，则限制矩阵C是 KN  阵，f 为 1K 矢量。

C的每一列和f 的相应元素代表其中的一个线性限制。 

若 NK  ，则从限制方程可得唯一的权矢量。设 NK  ，则设计w的自由度为 KN  。 
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1．单点限制 

若期望信号对应的时空参数为 ),( 00  ，则我们希望限制波束形成器在 ),( 00  处的响应

为 1。这时线性限制应为 1),( 00  vw H ，即 ),( 00 vC  ， 1f  ，实际上这就是上一

节介绍的无失真线性限制，是单点限制的一个特例。 

在一般情况下，单点线性限制的形式为： 

  rH ),( vw  
其中r是 ),(  处期望达到的复响应。 

若我们知道一个干扰的时空参数为 ),( ii  ，则我们希望限制波束形成器在 ),( ii  处的响

应为 0，即线性限制为零陷限制： 0),(  ii
H vw  。 

2．多点限制 

若我们同时知道期望信号与干扰的时空参数，则可以得到如下的多点限制： 

    01),(),( 00 ii
H  vvw  

即 2k ，  ),(),( 00 iiC  vv ，  01Hf 。 
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上述点限制最常被用于窄带波束形成中，此时阵列响应常只要求在某一频率上受到限制。

在宽带阵中，阵列响应往往要求被限制在一个频带范围内，这时，点限制方法不再适用。当

存在时空参数失配或不确定性时，窄带和宽带阵都要将阵列响应限制在一个较宽的范围内。 

为了解决这个问题，可以采用较密集的多点限制来近似地在一定范围内控制输出响应。例

如，若已知信号位于一个小的空域   00 , 内，则我们可以采用如下的多点限制： 

   111),(),(),( 000000   vvvw H  

来近似地控制阵列输出响应在上述空域内为 1。 

如果较大，则为了更好地近似需要较多的点限制，这将占用大量的自由度。 

3．导数限制 

另一种解决上述问题的方法是限制阵列响应在某个方向或频率处的导数为 0，即线性限制

为： 

0|),(
00 







vwH

n

n
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或    0|),(
00 













 


vw

n

n
H  

导数阶数越高，在 0 附近的响应就越平坦。 

这种方法的缺点是只能间接地控制阵列响应，在实际应用中到底应用几阶导数才能满足要

求并不明确。 

4．特征值限制（（注注意意与与第第一一章章中中期期望望天天线线方方向向图图设设计计的的最最小小平平方方误误差差法法的的区区别别）） 

还有一种解决上述问题的方法是特征值限制，它使在指定的频率-波数区域内期望响应与

实际响应之间的总平方误差最小，这种方法在最小平方误差意义上是最佳的。 

令 ),( dB 为在   和  区域内波束形成的期望响应，则期望响应与实际响应之间的

总平方误差为： 

  ddBe H
d    22 |),(),(| vw  = 2

d
HHHQ  wppwww  

其中    ddQ H ),(),( vv    
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  ddBd ),(),( 
   vp  

   ddBdd    22 |),(|  

Q是一个非负定的 Hermitian 阵，其特征值分解为： 





N

i

H
iii

H
QQQ UUQ

1
φφ  

其中 Q 是由Q的特征值 Nii ,,1,  组成的对角阵，满足: 

021  N  ， 

 Nφφφ 21 的第i列为Q的特征矢量 iφ 。 

因为特征向量是正交的，即 IH ，有 pp  H ，所以： 







K

i

H
ii

HH
ii

HH
iid

d
HHHQe

1

22

22

|| wφφppφφwwφ

wppwww




 





N

Ki

H
ii

HH
ii

HH
ii

1

2|| wφφppφφwwφ  
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= 
12 1

1

2| |
K

H H
d i

H H
i i i i i i

i
  



       pw wp φφ φ φ  





N

Ki

H
ii

HH
ii

HH
ii

1

2|| wφφppφφwwφ  

若 Nkii ,,1,  非常小，则使上式中第一个和式最小将近似地使 2e 最小，即此时线

性限制为：    

KiH
ii

H
i ,2,1,1   pφwφ   

 在这组限制中， C中的各列向量对应于Q的K个最大特征值，故被称为特征向量限制。 

三、 LCMV/LCMP 的另一种实现形式 

—广义旁辨对消器（GSC：Generalized Sidelobe Canceller） 
LCMP 波束形成器的优化准则为： 

fwww xw
 HH CtsR ..,min  

其中C为 KN  维限制矩阵，f 为 1K 矢量，N为阵元个数，K为线性限制的个数。 
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GSC 把 LCMP 的权矢量分成了约束权矢量和无约束权矢量两部分，从而把约束最优化问题

变成了无约束最优化问题。这是一种与 LCMP 完全等价但实现结构不同的波束形成器。 

GSC 波束形成器的结构如下图所示。 

z

 
图 3 

设 )( KNN  矩阵 nC 的列表示 KN  维限制矩阵C的列所张成空间的正交补空间的基，

C和 nC 的所所有有列列张成了整个N维空间，即 0n
HCC 。 

N 个阵元的加权系数可以用上面的基向量表示为互相正交的两个部分： 

nnCC www   

其中 )1( Kw 和 )1)((  KNnw 分别表示w在C和 nC 张成的空间中的分量。 

这样，我们就可以对上述两个互相正交的权向量分别进行设计。 
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由于C和 nC 的列是正交的： 0n
HCC ，且 fw HC ，故： 

fwwww  CCCCCCC H
nn

HHH  

fw 1)(  CCH  

即 GSC 波束形成器的权向量为： 
1(C )n n n n

H
q n nCC C CC C     f ww w w w w  

从上式可见，权向量 qw 对应于一个满足所有限制条件的非自适应波束形成器，与阵列的

接收数据无关。而限制对 nw 没有影响， nw 完全由阵列接收数据决定，所以 nw 的维数 KN 

反映了w中的自由度——即可根据接收数据自由调整的加权系数的个数。 

由于利用自由度为N的加权向量可以形成 1N 个零陷从而抑制 1N 个干扰，所以加了K

维线性限制以后，LCMP 或 GSC 只能抑制 1 KN 个干扰。通常在实际应用中人们对期望

信号都有一定的先验知识，故所加的各种线性限制一般是为了保证信号不失真，而在加权向

量中留下一些自由度以便波束形成器可以根据阵列接收数据自适应地抑制可能存在的未知

干扰。 

将输入数据x在C和 nC 的列所张成的空间中投影，即阵列接收数据也可以用上面的基向
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量表示为互相正交的两个部分： 

nnc CC xxx   

代入 xwHy  ，且考虑 0w n
H
q C ，则 

     nnc
H
n

H
n

H
q CCCy xxww   

    = nn
H
n

H
nnn

H
qc

H
n

H
nc

H
q CCCCCC xwxwxwxw   

    = nn
H
n

H
nc

H
q CCC xwxw   

可见 qw 只影响投影到C张成的空间中的数据 cx ， nw 只影响投影到 nC 张成的空间中的数

据 nx 。 

矩阵 nC 阻塞了输入数据x中的所有属于C所张成空间的分量，而矩阵C则常被用来保留信

号，即期望信号应完全被包含在C所张成的空间中，故 nC 常被称为信号阻塞矩阵，因其列与

信号所在的空间正交。由 0n
HCC 可见， nC 的选择是不唯一的。 

加权向量也可以用投影矩阵表示为： 
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C C c cnP P     w w w w w  

ww  Cc P   ffxx
1111 )(   CCCCRCCRP HH

C  —   11 1H
LCMP R C C R C

    x xw f  

ww  
Ccn P  

其中   HH
C CCCCP

1
 为投影到限制空间的投影矩阵,   HH

C CCCCIP
1  为与其正交的矩

阵。 

比较上面用基向量和投影矩阵表示加权向量的两种方法，可知一种选择 nC 的方法是先计算

与投影矩阵正交的矩阵   HH
C CCCCIP

1  ，而后对 
CP 进行正交化并选择其前 KN  列构成

nC 。 

 前面我们根据线性限制得到了只与限制矩阵有关的静态波束加权向量 fw 1)(  CCC H
q ，下

面再根据最小输出功率准则得到完全由阵列接收数据决定的加权向量 nw 。波束形成器的输出

功率为： 

   22 ||)( xwHEtyE   
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    =   2
)( xww H
nnq CE        222

  )( eyyECE nq
H

nn
H
q  xwxw  

    =   )()( nnq
HH

nnq CEC wwxxww   

= )()( nnq
H

nnq CRC wwww x   

    = nn
H
n

H
nq

H
n

H
nnn

H
qq

H
q CRCRCCRR wwwwwwww xxxx   

    =    qH
nn

H
nnn

H
n

H
q

H
nn

H
nn RCCRCCRCRCCRC wwww xxxxx

11 )()(    

        + q
H
nn

H
nn

H
qq

H
q RCCRCCRR wwww xxxx

1)(   

当 q
H
nn

H
nn RCCRC ww xx

1)(  时，上式最小。即 GSC 波束形成器的加权向量为： 

nnq C www  = q
H
nn

H
nnq RCCRCC ww xx

1)(  ，注意： : ( ) 1n N K w  

从上面的推导可见，当把加权函数分成如上正交的两部分后，LCMP 问题： 

 )(min 2 tyE
w

 = fwcww
w

 HH tsR ..,min  
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实际上变成了无约束最优化问题，即是 GSC 框图中上下两个支路 xwH
qqy  和 xw H

nnn Cy )(

的最小均方误差。其中 qy 可视为由限制矩阵决定的等效期望信号， ny 为 qy 的 MMSE 估计。 

下面通过一个简单的例子，进一步理解 GSC 波束形成器的本质。 

例例：：设 nsx  ，其中s是期望信号所对应的数据分量，n是干扰和噪声引起的数据分量。 
假定设计波束形成器的约束条件是保留期望信号，即把s映射在限制阵C所张成的空间中，

故 0sHnC ，则 GSC 波束形成器的输出为： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

H H
q n n

H H H
q n q n n q n n

H H H
q n nq

y t C

y y C C

C

  

        

  

w x w w x

w w s n w s n

w n w

w s n

w s n

  

z

图 3/again 
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可见，使波束形成器的输出功率  )(2 tyE 最小 
使波束形成器上下两个支路 xwH

qqy  和 xw H
nnn Cy )( 之间的均方误差最小 

 ny 为 qy 的 MMSE 估计 

 nw H
nnC )( 为 nwH

q 的 MMSE 估计 

 从下面的支路中估计出干扰和噪声，再从上面的支路中将其减去——此即旁瓣对消器

的概念（参见第一章§§11..66中的五、特殊天线方向图设计）。 

为了分析 GSC 波束形成器与其他最优波束形成器的关系，其输出还可以表示为： 

nwwsw H
nnq

H
q Cty )()(   

进一步假设信号与干扰不相关，则输出功率为： 

  n
H
nq

H
q RRyE wwww ns 2||  

可见，在 fw HC 约束条件下使输出功率最小，等价于使干扰和噪声输出功率最小，即波

束形成器的输出信噪比最大。不过，对于一般的 LCMP 波束形成器，如当信号与干扰相关时，

并不能使其输出信噪比达到最大值。 
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例 2：考虑一个 10 单元的均匀线阵， 
2
1

d ，期望信号到达方向为 00  ，SNR=10dB， 

一个干扰源的到达方向分别为 51  和 151  两种情况， INR=10dB。 

考虑在下述几种限制条件下的天线方向图。 

(1) 单点限制： 1)( 0 vw H  

(2) 双点限制：    01)()( 10  vvw H
 

 (3)    111)()()( 000   vvvw H
， 5.0  

(4)  1)( 0 vw H
， 1|)(

0



vw H

d
d
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图 4(a)  51  ， INR=10dB         图 4(b) 151  ， INR=10dB 

00  ，SNR=10dB 
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§§22..66    平平方方限限制制波波束束形形成成器器  

平方限制波束形成器一般被用于改善波束形成器在失配条件下的性能。 

上一节的特征值限制波束形成器是设计线性限制权系数使平方响应误差最最小小： 

  ddBe H
d    22 |),(),(| vw  

      = 2
d

HHHQ  wppwww  

其中   ddQ H ),(),( vv    

  ddBd ),(),( 
   vp  

   ddBdd    22 |),(|  

而平方限制波束形成器则是对平方误差进进行行限限制制，即要求： 

md
HHH eQ  2wppwww  

其中 me 是最大可容许的平方误差。 
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把上式改写为： 

0
11 )()( eQQQ H   pwpw ，   其中 pp 12

0
 Qee H

dm  。 

或将之写为更一般的形式： 

 000 )( )( eQH  wwww  

可见这种限制是对加权系数的二次限制而非线性限制。 

平方限制比特征值线性限制更具有一般意义，因为它不要求Q阵的某些特征值必须非常小。 

当没有其它限制时，平方限制最小方差问题为： 

000 )()(..min eQtsR HH  wwwwww x
w

 

利用拉格朗日乘子方法，可得其权矢量为： 

0
1)( ww xx RQR    

其中是拉格朗日乘子，的选择必须保证w满足平方限制，即： 

    00
1

0
1

0 )()( eRQRQRQR
HH   wIIw xxxx   

从上式可见无法直接表示为 0e 的函数，必须采用迭代算法才能求解。 
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在某些问题中，可以同时采用线性限制和平方限制，即： 

fwww x
w

HH CtsR ..min  且  000 )()( eQH  wwww  

当 0e 非常小时，很可能找不到同时满足上面两种限制条件的w。 

当采用 GSC 方式实现 LCMV 时，可以去掉线性限制，此时，上面的目标函数为： 

0)()(..)()(min eCQCtsCRC oqnn
H

oqnnnnq
H

nnq
n

 wwwwwwww xw
 

同样采用拉格朗日乘子方法，我们可以得到： 

  )()( 0
1

qq
H
nn

H
nn QRCCQRC www xx  


 

上述平方限制在[3]中又被称为软限制。 

从上面得到的权矢量可见，加入平方限制相当于对相关函数矩阵上加上了一个控制矩阵，

当 Q=I时，所加的控制矩阵为对角阵，故这种平方限制又被称为对角线加载技术。 
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对角线加载技术被认为是一种鲁鲁棒棒技术，使得空间滤波器能够在先验参数失配的情况下依

然获得很好的性能。 

由于参数失配包括阵簇矢量失配和谱失配，而各种失配是对偶的，解决一种失配问题的方

法同样适用于解决另一种失配问题，所以在自适应算法中(谱失配)，它还可以提高收敛速度。 

例 3：考虑一个 10 单元的均匀线阵，
2


d 。 

期望信号到达方向为 00  ，实际信号到达方向为 s ，实际与期望信号到达方向存在

0  s 的失配。 

一个干扰信号的到达方向为 51  ， INR=10dB。 

当 Q=I 时，最优的对角线加载系数,  以及相应的平方限制波束形成器的天线方向图分别

如下图所示。 
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     图 5(a) max ~ dB3/ (SNR=10dB)       图 5(b) max ~ 输入 SNR( 3.0/ 3  dB ) 
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图 5(c)  天线方向图： 00  ，实际信号到达方向 s ，干扰信号到达方向 51   

几种波束形成器的输出 SINR: 

无失配情况下 MPDR (绿色)：      11.63dB 

失配情况下 MPDR(蓝色)：         -0.92dB 

失配情况下最优平方限制(红色):     9.77dB 
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§§22..77    降降维维空空间间波波束束形形成成器器  

一、 子空间波束形成器 

1．主分量(PC：Principal-Component)波束形成器 

阵列接收频域快拍的谱矩阵为： 

IVSVS w
H  2fx ，    其中  )(||)( 1 rD

V kvkv  为 rDN  维阵簇矩阵 

对 NN  维空间谱矩阵进行特征分解： 

HN

i

H
iii UUS  

1
ΦΦx   

其中空间谱矩阵的特征向量为 iΦ ， ,N,i 1 ，相应的特征值满足 N  21 。 

我们可以选择 rD 个特征矢量构成 rDN  维特征矢量矩阵 rU ： 

 
rDrU ΦΦΦ 21  

相应的特征值对角阵为： 
 

rDr diag  21  
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若考虑单个平面波期望信号，以及D个平面波干扰信号和加性白噪声，则可以选择

1 DDr 个最大的特征值所对应的特征向量——称为主分量——为： 

 121   DISU ΦΦΦ   —— )1(  DN 维特征矢量矩阵 

这些特征向量张成了信信号号与与干干扰扰子子空空间间。用主分量表示谱矩阵： 
H
NNN

H
ISISIS UUUUS  x  

其中  NDDNU ΦΦΦ 32  张成了噪声子空间，与 ISU   正交。 )1(
2

 DNwN I ，

 2
1

2
1 w

s
Dw

s
IS diag     为 )1()1D(  D 维对角阵。 

N个特征值为： 222
1

2
2

2
1 www

s
Dw

s
w

s     。 

谱矩阵的逆阵为： 
H
NNN

H
ISISIS UUUUS 111 





 x  

当不存在失配时，由于模型阵簇矢量 mv 在信号与干扰子空间中((pp1166))，故其与 NU 正交。 

因此，可以得到 MPDR 特征波束形成器的N维加权函数矢量为： 

  H
ISISIS

H
mes

H
mm

H
m

H
esmpdr UUSS 




  1111
, vvvvw xx   
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其中   11 



  m

H
ISISIS

H
mes UU vv 。 

 上式也可以用特征值和特征向量表示为： 








 

r

r

D
i i

H
m

i

D
i

H
ii

H
m

iH
rrr

H
mes

H
esmpdr UU

1
2

1
1

, 1

)(1

Φv

ΦΦv
vw



  

PC 波束形成器选择 rD 个最大特征值对应的特征向量，而上述接收信号谱矩阵的特征值是

接收信号在正交基上投影的能量，可见 PPCC 波波束束形形成成器器选选择择信信号号++干干扰扰子子空空间间的的依依据据是选择接

收信号投影能量最大的正交基。若所选择的特征向量的个数 rD̂ 小于信号和干扰的个数D，即

子空间欠估计时，则所选择的子空间可能丢失期望信号的信息从而造成波束形成器性能的下

降。这种 PC 降维波束形成器适用于高信噪比情况。 

也可以从另外一个角度理解上述波束形成器。定义一个投影到 rU 子空间的阵簇矢量：  

m
H
rrmUp UU

r
vvv  P  

其中   H
rr

IUUH
rr

H
rrU UUUUUUP r

H
r

r
  1

。 
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则投影波束形成器为： 

 
  m

H
rrrp

m
H
rr

H
NNN

H
rrrp

m
H
rrpppp

UU

UUUUUU

UUSS

v

v

vvw xx

1

11

11



















 

若选择 esp   ，则 pw 与 esmpdr ,w 完全相同。可见我们可以将 PC 波束形成器解释为一种在

权矢量中采用了投影到 rU 子空间的阵簇矢量的波束形成器。 

降降维维处处理理解解释释：：定义     )1N(ND1D rr   XX H
res U 以及      1NND1D rr   m

H
res U vv 分别为频域快拍和

阵簇矢量在 rU 子空间的展开系数，则 rD 维波束形成器加权向量还可以写成： 

esr
H
es

r
H
esH

esmpdr vv
v

w
1

1

, 






  

可见波束形成器是在特征空间中完成的：由降维的阵簇矢量 esv 构成的降维加权向量

esmpdr ,w 对降维的接收信号 seX 进行处理得到波束形成器的输出。 
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相应的天线方向图为： 

)()(  es
H
mpdr,esB vw  

 
2．互谱 (CS：Cross-Spectral)波束形成器 

MPDR 波束形成器为在 1m
H vw 限制下使处理器输出的功率最小，得到的权向量为： 

m
H

H
mH

S
S

vv
vw

x

x
1

m

1





  

最小输出功率为： 

  11
m1

m
1

m

1 








 m
H

m
H

m
H

m
H

H
mH

O S
S

SS
S
SSP vv

vv
v

vv
vww x

x

x
x

x

x
x  
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对接收信号谱矩阵进行特征分解，可得： 





N

i

H
iiiS

1
ΦΦx   

其逆阵为： 




 
N

i i

H
iiS

1

1


ΦΦ

x  

利用特征值和特征向量表示的最小输出功率为： 

1

1

21

1
m







 























 

N

i i

i
H
m

m

N

i i

H
iiH

OP 

Φv
vΦΦv  

为了保留 cD 个特征向量作为降秩子空间的基，选择上式求和项中最大的 cD 项： 

      c
i

i
H
m

nn D
ii

,,1n  ,max arg,

2

,




















Φv
Φ

Φ
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而后定义 cDN  维矩阵  
cDcsU ΦΦ 1 ，则 MPDR 波束形成器为： 

12
1

1
1 1

HH H N N
m iH Hm cs cs cs

cs iH H
i im cs

H

cs cs m i

m i

i

U U
U U  





 

     
 
 
 

v v ΦΦvw Φ
v v

 

这样产生的波束形成器被称为互谱波束形成器。 

i

i
H
m



2
Φv

表示波束形成器输出能量在正交基 iΦ 上投影的分量，可见 CCSS 方方法法选选择择使使输输出出信信号号能能量量最最大大

的的正正交交基基。 i
H
mΦv 可视为期望信号在正交基 iΦ 上的投影（反反映映了了第第i个个特特征征向向量量与与 mv 之之间间的的相相关关性性），可

见特征MPDR 波束形成器的输出信号可以看成是接收信号在各正交基上投影的加权和，加权系数与 i
H
mΦv

成正比，与 i 成反比，这意味着若期望信号投影到正交基 iΦ 上的比例大、而接收信号投影在该正交基上

的能量小——表明在接收信号投影到正交基 iΦ 上的期望信号成分多、干扰信号成分少，则加权系数大。

可见 CS 降维 MPDR 波束形成器在选择子空间时，综合考虑了期望信号与干扰信号在各正交基上投影的

比例，可以得到在最小输出功率意义上最优的子空间。 

若若存存在在失失配配，，则则上上述述最最优优性性不不再再成成立立，，CCSS 降降维维 MMPPDDRR 波波束束形形成成器器的的性性能能将将急急剧剧下下降降。。  
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3．主模式抑制(DMR：Dominant Mode Rejection)波束形成器 

对谱矩阵进行特征分解，并将其分为两项： 





N

Di

H
iii

D

i

H
iii

m

m
S

11
ΦΦΦΦx   

其中 N  21 。 

 将谱矩阵中 mDN  个最小的特征值用其平均值代替，可得新的谱矩阵为： 

 



N

Di

H
ii

D

i

H
ii

m

m
S ΦΦΦΦx 

1

~  

其中  
















 


m

m

D

i
i

m

N

Di
i

m
Str

DNDN 11
 x 。若考虑空间白噪声中的平面波信号和干扰，

则   。 

把与 mD 个最大的特征值所对应的 mD 个特征向量称为主模式，他们来源于信号和干扰。用

下述 mDN  维矩阵表示主模式子空间： 
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 dmdmU ΦΦΦ 21  

与其正交的噪声子空间为： 

 NdmdmdmU ΦΦΦ 21 
   

则新的谱矩阵还可以表示为： 

 Hdmdm

D
H
ii UUS

m   


 ΦΦx
~  

其逆矩阵为： 

  







 



 H
dm

D
H
ii

H
dmdm

D
H
ii

mm
UUS P1 11~

1

1

   



ΦΦΦΦx  

其中   H
dmdm

H
dmdmdm UUUUIP

1  为投影到与 dmU 空间正交的子空间上的投影矩阵。 

 把上面新的谱矩阵带入 MPDR 波束形成器的加权函数中，可得： 
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 

mdm
H
m

D
i

H
m

i

dm
H
m

D H
ii

H
m

i

m
H
m

H
mH

dm
m

m

S
S

vvΦv

vΦΦv

vv
vw

x

x




















P1

P1

21

1











 

若模型阵簇矢量完全包含在主模式子空间中，即不存在失配时，有： 

0P 
dm

H
mv  

此时 MPDR 波束形成器的加权函数为： 

 
H

esmpdr
DD

D
i

H
m

i

D H
ii

H
m

iH
dm

rm

m

m

,
  if

2
 1

1

w
Φv

ΦΦv
w   















  

为了分析由一个特征向量形成的响应，下面把特征值分成信号和噪声项： 

m
s
ii D,1,2i  ,    
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则当谱矩阵为 H
kkkS ΦΦx  时输出功率为： 

 

 
2

1

2

2

1
1

1
1


















m
k D

i
i

H
ms

k

k
H
ms

k
dm

H
dmSP

Φv

Φv
ww xΦ



  

可见若 1sk ，则由第k个主模式引起的输出
k

PΦ 非常小，即将被波束形成器抑制掉。

因此，这种波束形成器被称为主模式抑制波束形成器。 k
H
mΦv 反映了第k个特征向量与 mv 之间

的相关性，相关性越强，则对第k个主模式形成的零陷越浅。 

可见，这种 DMR 波束形成器适用于低信噪比情况，信号不能在主模式子空间中。 mD 应

选为干扰的个数。 

  特特征征波波束束：：  
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二、波束域波束形成器 

 第二种降维的方法是首先形成若干非自适应波束形成器，而后对这些自适应波束形成器进

行最优处理构成波束形成器的输出——即波束域波束形成器。 
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图 6 波束域处理器的正交波束 
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图 6 是一个由 32 个单元组成的标准线阵，以 0su 为中心形成 7 个传统的互相正交的波

束，形成其中第m个波束的加权向量为 mbs,b ， 7,,1m ，在此例中： 

7,1,2)4(1
, 






  m

N
mu

Nmbs vb  

对于标准均匀加权的线阵，每一个加权函数为： 

 



















 






 


N

mNnj

nibs
c

e
N

 2)4(
2

1

,
1b ， 1,,0  Nn  ， 7,,2,1 m  

其中 )(uv 维u域中的阵簇矢量， c 为中心波束的指向。 

对于其它非均匀加权的线阵，每一个加权函数为： 

 



















 






 


N
mNnj

nnibs

c

ew
 2)4(

2
1

*
,b ， 1,,0  Nn  ， 7,,2,1 m  

 定义一个 bsNN  维矩阵  
bsNbsbsbsB ,1, bb  ， IBB bs

H
bs  。上例中 7bsN 。 
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传感器阵接收的频域快拍经过上述波束形成矩阵后的输出即为波束域的频域快拍： 

)1N()NN()1N( bsbs   XX H
bsbs B  

在波束域的阵簇矢量为： 

)1N()NN()1N( bsbs   s
H
bsbs B vv  

其中  





 


 2

1Nnj

ns ev ， 1,,0  Nn  。 

对波束域的频域快拍进行最优加权，其输出为： 

XwXw  
H
bs

H
bsbs

H
bs BY )1N()N1( bsbs

 

相应的天线方向图为： 

)()(  bs
H
bsB vw  

波束域的空间谱矩阵为： 

bs
H
bs BSBS

bs
 xx  
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对于相关干扰和白噪声中的单个平面波信号，谱矩阵为： 

ISS w
H
sss  22  cx vv  

此时波束域的空间谱矩阵为： 

IBSB

BBBSBBBS

wbs
H
bs

H
bsbss

bs
H
bswbs

H
bsbs

H
ss

H
bssbs




22

22





c

cx

vv

vv
 

若相关干扰包括D个平面波信号，则： 

H
IVVSS c  

波束域的空间谱矩阵为： 

IVSVBBBVVSBBBS w
H
bsIbs

H
bsbssbs

H
bswbs

H
I

H
bsbs

H
ss

H
bssbs

 2222  vvvvx

    波束域波束形成器的最优 MPDR 加权向量为： 

bs
H

H
bsH

bsMDPR
bs

bs

S
S

vv
v

w
x

x
1

bs

1

, 



  
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三、降维处理 
阵列接收信号x经降维转换T（ DN  维且 ND  ）矩阵后，降维接收信号矢量为： 

xx H
T T     特征空间降维： ISr UUT  ，波束域降维： bsBT   

降维阵簇矢量为： 

vv H
T T    

降维接收信号相关矩阵为： 

RTTR H
T      

对于降维处理后的接收数据求最佳权向量 Tw 为： 

TTT Rμ vw 1    

该权矢量由原来的N维降低为 D维。  

全维处理器与降维处理器权向量间的关系为： 

vT)RTT(TvTRT 11 HH
TTT

  ww  
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§§22..88    相相关关源源的的波波束束形形成成器器  

一、源统计相关对波束形成器的影响 

传感器阵接收的频域快拍为： 

)()()(  NFX V  

其空间谱矩阵为： 

IVVSS w
H  2fx  

其中 )(F 为一个D维零均值随机矢量，包括信号和干扰，V为 DN  维阵簇矩阵，加性空间白

噪声 )(N 与信号和干扰不相关。 

下面以只有一个信号  dF 和一个干扰 )(IF 的情况为例，分析统计相关性的影响。 

此时信号谱矩阵为： 









 

IIs

IssS



*

2

f  
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若期望信号和干扰信号统计上完全相关（相干），即
21

12

SS
S

 满足 1 ，则上述信号谱

矩阵为奇异矩阵，即 0fS 。 

下面分析 MPDR 波束形成器的性能随变化的规律。 

对于 MPDR 波束形成器，加权向量满足： 1s
H vw 。当期望信号与干扰不相关时，上述

无失真条件等价于期望信号的最小方差无偏估计准则，即 )()}({  FYE  。 

把把干干扰扰 )(IF 分分成成与与期期望望信信号号  dF 相相关关和和不不相相关关的的两两部部分分：：  

          NvvX 



  

IudIsds FFF 21  

则波束形成器的输出为： 

          Nwvwvw H
IudI

H
sds

H FFFY 



   21  

        Nwvwvwvw H
uII

H
dII

H
ss

H FF   21        nId YYY   

其中这三项不相关。 



第二章  最优波束形成  

 

100

期望信号的输出功率为： 

    
   

2
2

*

s

I
Iss

I
H
Is

H
sII

H
ss

H
dddo YYEP


















wvwvvwvw  

其中 s
H

s vw ， I
H

I vw 。 

对于 MPDR 波束形成器， 1s ，期望信号的输出功率为： 

2
2 1

s

I
IsdoP 






  

干扰信号的输出功率为： 

       222 1 II
H
IIIo YYEP    

噪声的输出功率为： 
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2w noP  

输出信干噪比为： 

noIo

do
o PP

P
SNR


  

将加权向量和上述期望信号、干扰信号和噪声的输出功率带入输出信干噪比中，有: 

B
ASNRo   

其中   2*2
IdIsIs NBNA  

   

  
62422

*222222242

      

2









NBN

BBNNNB

dII

dIdIIsIsIIs



 

 

2  ,  
1 H

dI I sB
N

 v v （信号与干扰的空间相关）,  22 1 dIN B   。 
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考考虑虑如如下下几几个个极极限限情情况况：：  

1） 02 w （信噪比∞）、 1||  （干扰与期望信号完全相关），则对输出信噪比利用罗

彼塔法则可得 0oSNR ，即期望信号的输出功率为 0。 

2）当信噪比和信干比很高，且干扰位于旁瓣，则输出信噪比为： 

N

SNR

s

s
o 












22

2
，  

当 1||  时， 0oSNR ，期望信号被当作干扰完全抑制了。 

3）若干扰位于主瓣， 1dIB ，则输出信噪比为： 

 
N

SNR

I

s

I
s

o 











22

2
*2

1

1
， 

当 1||  时，
 

N
SNR Is

o /

2








，干扰信号被当作期望信号完全保留了。 
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二、空间平滑和前向-后向平均 

下面通过空间平滑消除信号与干扰之间的相干所造成的信号谱矩阵 fS 的奇异性。空间平

滑技术要求阵列几何是规则的，例如为均匀线阵。 

考虑由N个阵元组成的标准均匀线阵，如图 7(a)所示。传感器阵接收的频域快拍为： 

)()()(  NFX V  

其谱矩阵为： 

IVVSS w
H  2fx  

其中 fS 为源谱矩阵，假设为奇异矩阵，即 0fS 。 

假设已知源信号（期望信号+干扰）的个数为D。 

由N个阵元组成的均匀线阵构成L个子阵，每个子阵中包含 1 DM 个阵元，如图 7(b)

所示。 

各个子阵相对于前一个子阵移位一个阵元。第i个子阵的起始阵元为第i个阵元。 
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以位于原点的子阵作为参考子阵。 

 

图 7 (a)线阵   (b)子阵   (c)参考子阵，M为奇数  (d) 参考子阵，M为偶数 
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令  )()( 1 DMMMV  vv  表示长度为M的子阵的定向矢量集，其中： 















 

 2
1

2
1

)(
MjMj

M ee v  

定义： 

 Djjj eeediagD   21  

则把在第i个子阵处接收信号的谱矩阵称为第i个子阵的前向谱矩阵： 

     
IVDSDVS H

M

H
iNMiNM

M
i
MF















 

1
2

1
2

f  

第i个子阵接收信号的后向谱矩阵定义为： 

     JSJS i
MF

i
MB

*
  

其中





















001

010
100









J 为交换矩阵。 
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即后向谱矩阵可以表示为： 

     
IJVDSDJVS

H
M

iNMiNM

M
i
MB

H































 

*

*
1

2*

*
1

2*
f  

因为： 

MM VJV *  

所以： 

     
IVDSDVS H

M
i

NM
i

NM

M
i
MB

H































 

*
1

2*

*
1

2
f  

对各子阵的前向、后向谱矩进行加权平均，可以得到平滑谱矩阵为： 

    
 






 

L

i

i
MB

i
MFSSFB SSwS

1 2
1

  

考虑均匀加权，平滑谱矩阵为： 
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    
 






 

L

i

i
MB

i
MFSSFB SS

L
S

1 2
1

2
1

 

由于 1*  DD ，故： 

       
IVDSDDSD

L
VS H

M

L

i

i
NM

i
NMH

i
NM

i
NM

MSSFB

H




















































































  

1

*
1

2*

*
1

2
1

2
1

2
2
1

ff  

定义上式中括号中的项为经前后向平滑后的信号： 

       

   











































































































L

i

H
iNMiNM

L

i

i
NM

i
NMH

i
NM

i
NM

SSFB

DSD
L

DSDDSD
L

S

H

1

1
2

1
2

1

*
1

2*

*
1

2
1

2
1

2
,

Re1

2
1

f

fff

 

则接收信号平滑谱矩阵为： 

IVSVS H
MSSFBMSSFB

 ,f  
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若不进行前向后向平均，只进行前向平均，则源信号的平滑谱矩阵为： 

   






















L

i

H
iNMiNM

SS DSD
L

S
1

1
2

1
2

,
1

ff  

接收信号平滑谱矩阵为： 

IVSVS H
MSSMSS

 ,f  

下面我们分析经过上述平均处理后两个源的相关系数。考虑只对L个子阵进行前向平滑的

均匀加权，则源信号的平滑谱矩阵为： 

      






















L

l

iNM

jj
iNM

iiijij
L
SS DD

L
SS

1

*
1

2
1

2
,

1
f  

当 ji  时， 

   iiij
L
SS SS ,f  

当 ji  时， 
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   

    






































L

l

jm
NMj

L

l

lj
NMj

L

l

iNM

jj

iNM

ii

ijij

jiji

e
L

e

ee
L

DD
L

1

2

1

12

1

*
1

2
1

2

1

1

1




 

   






L

l

jm
NMj

ijij
L
SS

ijij e
L

eSS
1

2
,

1 
f  

对于两个相关系数为的源，当 ji  时，只进行前向平滑后这两个源的相关系数为： 

 
  

































































sin

sin
 

sin

sin
22

1

2211

12 ,

L

L
ee

L

LSS
S NMjLjL

SSL
F

f
，其中 12  。 

类似地，对于两个源的情况，当 ji  时，可以得到进行前后向平滑时的相关系数为： 
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    
 










 
















L

l

lNMj

ijij
L
SSFB

ij
eS

L
S

1

1
2

, Re1 

ff ，其中 jiij   。 

   




























sin

sin
Re

L

L
L
FB

 

可见前向-后向平滑的效果是用 ]Re[ 代替了  je 。 

采用上述空间平滑方法解决信号相关性问题之后，下面的第一个问题是子阵个数L如何取

值才能解相关，即让  L
FB 或  L

F 为零。 

Pillai 等人证明，选择 2/DL  可以保证 SSFBS ,f 非奇异矩阵。 

当子阵中的单元个数 1 DM 且 1 MLN 时，需要 DDN 
2

即
2

3DN  才能保证

SSFBS ,f 非奇异矩阵。 

另外一个问题是作为L的函数， SSFBS ,f 和 SSS ,f 以多快的速度趋于对角阵（  L
F 或  L

FB 趋于 0

的速度）。 
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§§22..99    小小  结结  

  频频域域//时时域域快快拍拍模模型型  

把整个观测间隔T分为K个长度为 T 的时间间隔, 对于阵列接收信号 )(tx 在这些时间间

隔上进行如下的积分，可得到由在频率 m 处的复利叶级数组成的复向量，即为频域快拍： 











 Tk

Tk
tmwj

mT dtet
T

k c
)1(

)()(1),(  xX  

若有一个平面波期望信号和 1D 个平面波干扰信号，则阵列接收信号的频域快拍为： 

),(),(),(),(),(),(
1

1
,, kNkFkFk mT

D

i
mTiimmTssmmT  




   kvkvX  

),(),(),( kkV mTmTm    NFk  

不同频率段的频域快拍 ),( 1 kmT X 与 ),( 2 kmT X 统计独立的( ),(),( kk TmT    XX )  

+ 空间谱已知且对每个快拍都相同( )(),(  TT k   XX ) 

+ 16 TBs ：  

  )()(  XX T  
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空间谱矩阵为： 

nfx SVSVS H   

信号谱矩阵一般非对角阵。例如当只有一个信号和一个干扰时，信号谱矩阵为： 









 

IIs

IssS



*

2

f ，     

其中 2112 SSS 为信号与干扰之间的时间相关。 

当信号和各个干扰之间不相关时，  22
2

2
1 ,,, DdiagS  f ；当噪声为空间白噪声时，

IS w  2n 。 

对于一个窄窄带带平面波期望信号和 1D 个窄窄带带平面波干扰信号，对 )(tx 以 sB/1 进行采样,即

可得到阵列接收信号的时域快拍模型： 

)()(()( kkVk nk)fx   

空间相关矩阵为： 

)()()( 2   w
HVRVR fx  
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  最最优优波波束束形形成成器器  

 MMSE 波束形成器： 需要时间参考信号 d(t)及接收信号的二阶统计量 

xxw dMSE RR 1 ，  其中    )()(,)()( ttERttdER H
d xxx xx    。 

 MVDR 波束形成器： 需要空间参考信号 sv 及噪声的二阶统计量 

sMVDR R vw n  1 ，其中 
s

H
s R vv n 

 1

1
 。 

 MPDR 波束形成器： 需要空间参考信号 sv 及接收信号的二阶统计量 

sMPDR R vw x  1 ， 其中 
s

H
s R vv x 

 1
1

 。 

 SIR 波束形成器： 需要期望信号和噪声/干扰的二阶统计量 

sSIR R vw n  1 ，   SIRSIR RSIRR ww nf  ，其中  
 

SIR
H
sSIR

tsE wv
)(2

 。 

当干扰为空间白噪声时， IR n sMSESIRMPDRMVDR N
vwwww 1

 ，只进行空间
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匹配；否则，上述各最优波束形成器将进行时空域最优处理，完成对期望信号无偏估计。 

对于 MVDR 波束形成器，若有一个期望信号和一个干扰，二者不相关且均为平面波信号，

则阵列输出为： 

 














































)()(
)(

)()(
)()(

)()(
)()()(

)()(
)(

ˆ

1

1

1

1

1

1

1

1

ss
H

s
H

ss
H

Is
H

ss
H

Iss
H

ss
H

s
H

H

R
RI

R
Rf

R
IfR

R
R

f

kvkv
nkv

kvkv
kvkv

kvkv
nkvkvkv

kvkv
xkv

xw

n

n

n

n

n

n

n

n

 

各种最优准则的设计目标都是使上式中括号里的项最小。 

当当当不不不存存存在在在失失失配配配时时时，，，上上上述述述各各各最最最优优优准准准则则则得得得到到到的的的输输输出出出 SSSIIIRRR 均均均相相相同同同！！！   

存存存在在在失失失配配配时时时，，，不不不同同同波波波束束束形形形成成成器器器的的的反反反应应应不不不同同同：：： 



第二章  最优波束形成  

 

115 

传统波束形成器：失配时的阵列增益与无失配的阵列增益之比是阵列的功率方向图： 

2):(
)(
)(

mac
mc

ac B
A
A

vv
v
v

  

MVDR 波束形成器：归一化失配阵列增益是 MVDR 波束形成器的天线方向图： 

2):(
)(

):(
mamvdr

mo

mamvdr B
A

A vv
v

vv
  

MPDR 波束形成器：MVDR 和 MPDR 波束形成器的阵列增益之比为： 

 122 :,sin)2(1
):(
):(  nvv

vv
vv ρMM

A
A

am
mampdr

mamvdr  

可见，对 av 匹配的 MPDR 波束形成器的输出信噪比M越大，采用 MPDR 波束形成器时对信

号的抑制越大；即信号越强，失配时被抑制得越厉害。当信噪比很高时，很小的 DOA 失配都

会造成性能的急剧下降。 
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  鲁鲁棒棒波波束束形形成成器器  

线性限制波束形成器： 

fwww xw
 HH CtsR ..,min

         
  fw xx

111   CRCCR H
LCMP  

fwww nw
 HH CtsR ..,min

         
  fw nn

111   CRCCR H
LCMV  

  控控制制波波束束在在小小频频率率波波数数域域的的特特性性：：单单点点  //  多多点点  //  导导数数限限制制  

  控控制制波波束束在在大大频频率率波波数数域域的的特特性性：：特特征征值值限限制制//静静态态波波束束限限制制  

与 LCMP 完全等价但实现结构不同的波束形成器——GSC 对消器： 

使波束形成器的输出功率  )(2 tyE 最小 

 使波束形成器上下两个支路 xwH
qqy  和 xw H

nnn Cy )( 之间的均方误差最小 

 ny 为 qy 的 MMSE 估计 

 nw H
nnC )( 为 nwH

q 的 MMSE 估计 

 从下面的支路中估计出干扰和噪声，再从上面的支路中将其减去，即旁瓣对消器！ 
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平方限制波束形成器（软限制）：  

 000 )()(..min eQtsR HH  wwwwww xw       0
1)( ww xx RQR    

当 Q=I 时，上述平方限制变为对角线加载技术： 

0  &  1..min etsR H
s

HH  wwvwww xw         
s

H
s

s
DLMPDR IR

IR
vv

vw
x

x




 



1

1

, )(
)(



  

  降降维维空空间间波波束束形形成成器器  

各种降维方法可描述为一个统一的形式，即通过一个适当的降维转换T矩阵（ rDN  维且

NDr  ），使输入数据的维数由N维降到 rD 维，再在这个降维空间中进行 rD 维自适应处理。 

经T转化后，输入信号矢量转化为： 

xx  H
T T                            

阵簇矢量转化为： 

vv  H
T T  
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输入信号相关矩阵转化为： 

TRTR H
T                             

对于转化后数据求最佳权 Tw 为： 

TTT R vw  1                              

该权矢量由原来的N维降到 rD 维。  

  子子空空间间波波束束形形成成器器  

类似于对标量随机变量进行的卡亨南—洛维展开，对统计独立的复高斯随机向量—频域

快拍 ),( kmX 进行正交展开： 





N

i
iim xk

1
),( ΦX   

其中正交基 ijj
H
i ΦΦ ，要使得 ijiji xxE  ][ ；在正交基上的展开系数 ),( kx m

H
ii XΦ   

imii S ΦΦ x )(   

——正交基上展开系数的能量即为空间谱矩阵的特征值；正交基为空间谱矩阵的特征向量。 
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PC 波束形成器： 

 













 
r

r

D
i i

H
m

i

D
i

H
ii

H
m

iH
rrr

H
mes

H
ISISIS

H
mes

H
mm

H
m

H
esmpdr UUUUSS

1

2

1
11111

, 1

)(1

Φv

ΦΦv
vvvvvw xx





选择信号+干扰子空间的依据是选择使接接收收信信号号投投影影能能量量最最大大的正交基。 

适用于高信噪比情况，信号必须在信号+干扰子空间中。 

CS 波束形成器： 

H
i

N

i i

i
H
m

N

i i

i
H
m

m
H
cscscs

H
m

H
cscscs

H
mH

cs UU
UU ΦΦvΦv

vv
vw 





















 









1

1

1

2

1

1


 

选择信号+干扰子空间的依据是选择使输输出出信信号号能能量量最最大大的正交基。综合考虑了期望信号

与干扰信号在各正交基上投影的比例，可以得到在最小输出功率意义上最优的子空间。 
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DMR 波束形成器： 

 

mdm
H
m

D
i

H
m

i

dm
H
m

D H
ii

H
m

i

m
H
m

H
mH

dm
m

m

S
S

vvΦv

vΦΦv

vv
vw

x

x




















P1

P1

21

1











 H
esmpdr ,w 若无失配时  

其基本思想是将谱矩阵中 mDN  个最小的特征值用其平均值代替： 

 



N

Di

H
ii

D

i

H
ii

m

m
S ΦΦΦΦx 

1

~
 

适用于低信噪比情况，信号不能在主模式子空间中。 

定义 XX H
res U 以及 m

H
res U vv  分别为频域快拍和阵簇矢量在 rU 子空间的展开系数，则

波束形成器还可以写成： 

esr
H
es

r
H
esH

esmpdr vv
v

w
1

1

, 






   

 波束形成器是在特征空间中完成的，降维矩阵 rUT  。 
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  波波束束域域处处理理波波束束形形成成器器  

传感器阵接收的频域快拍经过波束形成矩阵后的输出即为波束域的频域快拍： 

XX  H
bsbs B  

在波束域的阵簇矢量为： 

s
H
bsbs B vv   

波束域波束形成器的最优 MPDR 加权向量为： 

bs
H

H
bsH

bsMDPR
bs

bs

S
S

vv
v

w
x

x
1

bs

1

, 



    

 波束形成器是在波束域空间中完成的，降维矩阵 bsBT  。 

 


